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Kapitel 1

Einleitung und Zielsetzung

Minimalflichen, Seifenblasen, Membrane und Pneus kommen héufig in Natur und Technik vor. Obwohl
ihre Formenvielfalt nahezu unbegrenzt ist, konnen sie durch scheinbar einfache Konstruktionsprinzipi-
en beschrieben werden. Wahrend Minimalflichen und Membrane innerhalb eines geschlossenen Randes
ebene oder zweiseitig sattelférmig gekriimmte Flichen darstellen, handelt es sich bei Seifenblasen und
Pneus um zweiseitig gleichseitig gekriimmte Fliachen, die einen Koérper umschlieflen.

Die vorliegende Arbeit beinhaltet Methoden, die das Erstellen eines diskreten Computermodells von
Minimalflichen, Seifenblasen, Membranen und Pneus in ihrer Formenvielfalt ermoglicht. Zum Modell
gehoren die Beschreibung der geometrischen und physikalischen Eigenschaften dieser Gebilde. Grund-
lage hierfiir ist die Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate auf netzartige Strukturen und
ihre entsprechende Interpretation.

Aus den Erfahrungen der Seilnetzberechnung aufbauend umfafit diese Arbeit folgende Themenberei-
che: Geometrie und Elastomechanik, Datenverarbeitung und Numerische Mathematik, Netztheorie
und nichtlineare Ausgleichnungsrechnung. Alle Themen greifen ineinander {iber und bilden ein kom-
paktes System, das in seiner Gesamtheit zu bewerten ist. Zur Verdeutlichung der logischen Gedan-
kengénge und zur besseren Ubersicht ist dennoch die Trennung in einzelne Kapitel vollzogen worden.
Fiir die Gestaltung der Arbeit liegen folgende Uberlegungen zugrunde.

Zuerst werden in Kapitel 1 die mathematischen Formulierungen und Ableitungen anhand einfacher
geometrischer Elemente vorgestellt. Diese Elemente bilden gleichzeitig das Geriist fiir Datenorganisa-
tionsverfahren aus der numerischen Mathematik, die in Kapitel 3 genannt werden. Die Angabe der
Einheiten bei den Symbolen und Gleichungen ist insbesondere beim Ubergang von der geometrischen
zur mechanischen Betrachtungsweise vorteilhaft.

Die Anwendung der nichtlinearen Ausgleichungsrechnung erstreckt sich auf weite Bereiche in Natur
und Technik und geht iiber die hier aufgefiithrten Losungsstrategien hinaus. Deshalb stehen die wich-
tigsten Beziehungen in einer Art Formelsammlung gesondert im Anhang A. Sie sind grundlegend fiir
die mathematischen Herleitungen von Minimalflichen, Seifenblasen, Membrane und Pneus.

In Kapitel 2 beziehen sich die Formeln, im Gegensatz zur bisherigen Darstellungsweise bei der Seilnetz-
berechnung, genau auf ein einzelnes Element, das stellvertretend fiir alle Elemente des Netzes ist. Die
Matrizenschreibweise ermoglicht eine knappe Formulierung des Sachverhalts und schirft den Blick
fiir Analogiebetrachtungen zwischen Minimalflichen und Membrane, Seifenblasen und Pneus einer-
seits und deren geometrischen und physikalischen Eigenschaften andererseits. Beweise, denen einige
Schlufifolgerungen zugrunde liegen, befinden sich im Anhang B.

Die Auswirkungen der Kraftdichtemethode in der Seilnetzberechnung werden als bekannt vorausge-
setzt. Der Begriff Formfindung steht in dieser Arbeit als mathematische Bezeichnung fiir die Berech-
nung des Computermodells in einem linearen Rechenschritt, wobei Festpunkte, Topologie und Kraft-
dichten des Netzes vorgegeben sind. Als invariante Gréflen werden diejenigen Variablen bezeichnet,
deren Wert unabhéingig von der Wahl des Koordinatensystems ist, z.B. der Abstand zweier Punkte.

Die Umsetzung der gewonnnenen theoretischen Erkenntnisse in die Welt des Computers ist das Ziel
des dritten Kapitels. Neue effiziente Algorithmen aus dem Bereich der numerischen Mathematik und
der Datenverarbeitung werden dort vorgestellt und an Beispielen ausfiihrlich erldutert. Das Zusam-
menfiihren verschiedener Datenstrukturen erfordert umfangreiche Konsistenzpriifungen und es wurde
ein Programmsystem entwickelt, das alle theoretischen und praktischen Anforderungen in diesem Rah-
men erfiillt.

Aus der Sicht des Ingenieurs ist die wissenschaftliche Tétigkeit unbefriedigend, falls sie keine Anwen-
dung findet. Ohne auf besondere Asthetik zu achten, werden in Kapitel 4 solche Beispiele aufgefiihrt,



die den Sachverhalt moglichst klar verdeutlichen. Die Darstellung aller Computermodelle in ihrer
Formenvielfalt, die mit diesem System bisher entwickelt wurden, wiirde den Umfang dieser Arbeit
sprengen.

Analogiebetrachtungen ordnen im fiinften Kapitel diese Arbeit in bereits bekannte Veroffentlichungen
ein. Dem Autor ist bewuflt, daf es viele Moglichkeiten gibt, Computermodelle auf verschiedene Arten
Zu erzeugen.

In Kapitel 6 stehen die wichtigsten Erkenntnisse in zusammengefafiter Form. Abschlielend sei zu
nennen, dafl es dem Autor ein besonderes Anliegen ist, die moderne Anwendung der nichtlinearen
Ausgleichungsrechnung zur Formfindung und statischen Berechnung von vorgespannten Flichen mit
oder ohne Innendruck versténdlich zu erklaren. Aus der Vielzahl der Veréffentlichungen, die zu diesem
Thema erschienen sind, tragen besonders die Arbeiten von Linkwitz, Scheck, Griindig, Bahndorf,
Neureither und Strobel zum Verstédndnis dieses Werkes bei [44], [71], [23], [3], [56], [80].

In [12] und [58] ist die mathematische Theorie der Minimalflichen umfassend dargestellt. Dort werden
u.a. Existenz- und Eindeutigkeitsfragen behandelt, aber auch zahlreiche numerische Ergebnisse von
Computersimulationen mitgeteilt, die von einem kontinuierlichen Modell ausgehen. Demgegeniiber
beruht die vorliegende Arbeit a priori auf einem diskreten Modell, bei dem die gesuchte Minimalfliche
durch ebene Dreiecksflichen approximiert wird.



1.1 Bezeichnungen und Definitionen

Das Aufzéhlen der nachfolgenden geometrischen Elemente finden wir in alten Vorlesungsskripten z.B.
[35]. Thre mathematischen Beschreibungen werden auf die moderne Matrizenschreibweise iibertragen.
In analoger Form kommen sie bei den Datenorganisationsverfahren in Kapitel 3.2 vor.

Im einzelnen bedeuten: kleine und grofie diinne Buchstaben Skalare, kleine unterstrichene dicke Buch-
staben Vektoren und grofle dicke Buchstaben i.a. Matrizen [88].

1.1.1 Der Punkt

Der Punkt P ist definiert durch seine Punktnummer und die Koordinaten x,y,z im kartesischen
Koordinatensystem.

® P(z,y,2)

Abb. 1.1.1 Der Punkt

Fassen wir die Koordinaten zu einem Vektor x zusammen, so erhalten wir z.B fiir den Punkt
Py (z1,y1,21) den Ortsvektor

T
1

Li1,3) = [331,2/1,21] [m] (1'1)

Die Werte in den runden Klammern geben die Anzahl der Zeilen und Spalten an. Der Punkt wird
auch als Knoten bezeichnet, sofern er ein Teil eines Netzes ist.

1.1.2 Die Strecke

Der Abstand zweier Punkte im Raum ist als Strecke definiert. Die Richtung der Strecke spielt in dieser

Betrachtungsweise keine Rolle.
/ Py

P
Abb. 1.1.2 Die Strecke

Die Koordinaten des Anfangs- und Endpunktes Pj(x1,y1,21) und Py(x2,y2,22) werden ebenfalls zu
einem Vektor zusammengefafit

Q(TL(;) = [ z{ =z } = 21,91, 21, T2, Y2, 22 [m]. (1.2)

Die Lange der Strecke zwischen den Punkten P} und P; ergibt sich aus

b= (@1 —@2)2 + (g1 —y2)2 + (21 — 22)% = \Judy + vhy + why [m)] . (1.3)

Ganz allgemein fassen wir eine Beziehung zwischen zwei Punkten als Attribut einer Kante auf. Mit
der Einheitsmatrix E der Dimension drei definieren wir die Kanten-Knoten-Matrix C' fiir eine Kante

Egs = . Cao=| E —E| . (1.4)

o O =
S =R O
= o O



Der Vektor u;, fiir die Koordinatendifferenzen l&8t sich damit sehr einfach ausdriicken

U12 T1 — X2
Ujo1) = | Viz | = | Y1 — Y2 | = Cz [m] (1.5)
w12 21 — 22

und die Ableitungen der Strecke /3 nach den Koordinaten z; und z, ergibt [31]

% _ al]_ agm
oz Ouyy Oz
1
= E [u127 V12, W12, —U12, —V12, —wlg]

Setzt sich die skalare Grofle aus mehreren Verénderlichen zusammen, so kénnen die Ableitungen der
skalaren Grofle nach diesen Verdnderlichen zu einem Vektor zusammengefafit werden.

1.1.3 Das Dreieck

Das Dreieck ist gegeben durch drei Punkte im Raum. Die Reihenfolge der Punkte legt die Orientierung
des Dreiecks fest, d.h. der Normalenvektor des Dreiecks zeigt zum Ursprung hin oder vom Ursprung

weg.
Ps

ly

Abb. 1.1.3 Das Dreieck

Mit den Koordinaten der Punkten Pi(z1,y1,21), Pa(z2,y2,22) und P3(x3,ys,23) definieren wir den
Vektor

z(ig) = [ z{ =z =z } = 21,91, 21, 2, Y2, 22, 3, Y3, 23] [m], (1.7)

die Kanten-Knoten-Matrix fiir das Dreieck

E —F o
C9) = o FE —F =], (1.8)
—F 0 E

den Vektor [ fiir die drei Kantenléingen und die Diagonalmatrix L

ll l1 0 0
lg1))= |1l |; Lez)=|0 1o 0 [m], (1.9)
I3 0 0 I3



sowie den Vektor wu fiir die Koordinatendifferenzen und die Matrix U

KIAD) Ui 0O o
H(971) = | uy3 | =Cx; U(9,3) = 0O Uy O [m]. (1.10)
U3, o 0 Uugs

In dieser kompakten Schreibweise lassen sich die Ableitungen der drei Kantenldngen I nach allen neun
Knotenkoordinaten z des Dreiecks sehr einfach angeben

g—i =L 'vtc [—]. (1.11)

Die Ableitungen eines Vektors nach mehreren Verénderlichen kénnen zu einer Matrix zusammengefafit
werden.

1.1.4 Der Tetraeder

Der Tetraeder ist gegeben durch vier Punkte Py(x1,y1, 21), Pa(22, Y2, 22), Ps(x3,ys, 23) und
Py(4,ya, 24)- Py

P3 P2

P

Abb. 1.1.4 Der Tetraeder

Das Volumen des Tetraeders berechnet sich nach [6]

T y1 oz 1
L1 — T2 Y1 —Y2 21— 22 U2 V12 Wi2
T2 Y2 22 1
6V = =|T1—T3 Y1 —Y3 21 —23 |=| U3 Vi3 W13
r3 y3 23 1
T1— T4 Y1 —Ys 21— 24 U4 V14 Wi4
T4 Ysa z4 1

= u12(vV13Wi4 — Vi4W13)
+  ui3(viawi2 — vi2wia)

+  uis(vizwiz — vizwiz) {mﬂ . (1.12)

V ist positiv, wenn das Vektortripel w5, u;3 und u,, die gleiche Orientierung wie das Koordinaten-
system hat. Ist V' = 0, liegen die vier Punkte in einer Ebene (notwendige und hinreichende Bedingung).



Die Ableitungen nach den Koordinaten =’

ovN\T
60(121) = 6 <@) =

Die zweiten Ableitungen ergeben sich zu 6 H(,,,,) = 6

[0 00 0
0 0 wy3
0 w34
0
| sym.

Y1w4s
21U43
T1V43
Y1wz4
Z1U24
T1V24
Y1ws2
Z1u32

T1V32

+Y2ws34
+22U34
+x2v34
+0
+0
+0
+Y2wa1
+22U41
+x2041
+y2wi3
+22U13

+x2013

w3g v43 0O

0  uzs wo

Ug3

o o o O

V42

W4q1

V14

L(1,12) = [

T @Z gg QZ lauten
+yswaz  +yswas ] [ ngsar |
+23u42  +2z4u2s3 Ny342
+T3Vs2  +T4V23 12342
+yswia  Fyawsi Nz431
+23u1q4  +2z4us3; Ty431
+T3v14  +x4v31 _ | M [m2:| ' (1.13)
+0  +yawio Nz124
+0 +2z4u12 Ny124
+0 +x 4012 n2124
+yswai +0 N2213
+2z3u21 +0 N4213
+x3v91 +0 | | 12213 |
b _ o O’V _
Ox oz
waz v2q4 0 woz w32 ]
0 uge w2 0 ugg
uzg 0 wvoz wzx O
wig vy 0 w3 vig
0 wg wiz 0wz
ugg 0wy wz 0 m]. (1.14)
0 0 0 wio vy
0 0 wor 0 1w
0 wvi2 w2 O
0 0 0
0 0
0 m

Bildet das Dreieck mit dem Ursprung Py(0,0,0) einen Tetraeder, so vereinfacht sich die Berechnung

des Volumens

z1
GVA = | T2

xs3

Yy z1
Y2 22
Y3 =3

961(2/223 - y3Z2)
= 4w2(y3z1 — y123)
+x3(y122 — y221)

m?]. (1.15)



Die Ableitungen nach den Koordinaten lauten

Y223 — Y322
22X3 — 2372
T2Y3s — T3Y2

VT Y321 — Y123 Ty X T3 No23

A
6b(g,1) = 6 <—8az ) = | z3x1— 2123 | = | 3 Xz | = | no31 {mﬂ . (1.16)
T3Yy1 — T1Y3 X1 X Iy Np12
Y122 — Y221
21T2 — 2271
| T1Y2 — T2Y1 |

. : . : ob *Va
Die zweiten Ableitungen ergeben sich zu 6 Hy 4 = 6 oz =0 5,2 =
= L

0 00 0 z3  —Y3 0 —2z Y2
0 0 —z3 0 z3 29 0 —zo
0 ys —u3 0 —y2 0

0 0 0 0 z1 —n

0 0 -z 0 [m] . (1.17)
0 Yyi —I1 0
0 0 0
0 0
sym. 0

Die Regeln der Matrizenrechnung werden im folgenden als bekannt vorausgesetzt.

1.1.5 Das Netz
Abschlielend betrachten wir ein aus m Knoten bestehendes Netz und definieren den Vektor
.z |,

TN ,m = |22l .. 2], (1.18)

der die Koordinaten der Punkte P;, Ps,..., P, enthilt. Der Index N gibt an, daf} sich die Skalare,
Vektoren und Matrizen auf das ganze zusammenhingende Netz beziehen. Die Kanten-Knoten-Matrix
Cy enthilt z.B. die Verkniipfungsvorschrift oder Topologie des gesamten Netzes.



Kapitel 2

Fliachen, Seifenhiute und Membrane in diskreter Form

Grundlage fiir die nachfolgenden Betrachtungen bildet die Geometrie, deren Entwicklung es ermdoglicht,
Formen und Eigenschaften von Kérpern aus der menschlichen Umwelt zu beschreiben. Zu diesen For-
men gehdren Minimalflichen, Seifenblasen, Membrane und Pneus, die Gegenstand dieser Ausfithrungen
sind.

Die typische Vorgehensweise des Geodéten 148t sich anhand seiner traditionellen T#tigkeit, die Bestim-
mung der Gestalt der Erde, insbesondere der Erdoberfliche, verdeutlichen. Neben der Berechnung des
Rotationsellipsoides und der Frage nach den physikalischen GesetzméfBigkeiten, denen die Erde unter-
worfen ist, wuchs insbesondere der Bedarf an moglichst genauen Karten fiir lokale Bereiche. Exaktere
Angaben iiber die Topographie konnten erreicht werden, indem man die Erde in einzelne Streifen
entlang den Meridianen unterteilte und diese durch dreiecksartige Netze verfeinerte.

Ziel der Vermessung ist es, mit Hilfe von z.B. Strecken, Winkeln und Ho6henunterschieden die Ko-
ordinaten der Netzknoten zu bestimmen. Die Berechnung der Koordinaten ist diskret, d.h. iiber die
Zwischenrdume innerhalb der von den Mefelemeten definierten Kanten kénnen zunéchst keine Aus-
sagen getroffen werden. Handelt es sich bei den Knoten um Grenzpunkte eines Flurstiicks, so stellt
die berechnete Flache des Flurstiicks eine Information iiber das Kontinuum, in diesem Fall der Erd-
oberfliche, dar [62]. In gleicher Weise werden die hier beschriebenen Flichen durch n ebene Dreiecke
approximiert. Der Betrag der Oberflache ergibt sich durch Summation der einzelnen ebenen Dreiecks-
flichen

Fy = En: Fa; m?|. (2.1)
=1

Wesentlich fiir das mathematische Modell ist die Beschreibung der Anfangs- und Endlage des Dreiecks-
netzes, vor und nach der Verformung. Jeder Knoten des Netzes wird wieder auf genau einen Knoten,
jede geradlinige Kante wird wiederum auf eine geradlinige Kante abgebildet. Die Anzahl der Kno-
ten, Kanten und Dreiecke dndert sich aufgrund der Verformung des Netzes nicht. Die Topologie, die
Nachbarschaftsbeziehung oder die Kanten-Knoten-Matrix des Netzes bleiben erhalten.

Der Begriff der Abbildung steht im Mittelpunkt der Gaussschen Lehre von den krummen Flichen.
> Sie haben ganz Recht <, schreibt Gauss am 11. Dezember 1825 an Hansen, > dass bei allen Kar-
tenprojektionen die Ahnlichkeit der kleinsten Teile die wesentlich e Bedingung ist, die
man nur in ganz speziellen Fillen und Bedirfnissen hintansetzen darf. Es wdre wohl zweckmdssig,
den Darstellungen, die jener Bedingung Geniige leisten, einen eigenen Namen zu geben. Inzwischen,
allgemein betrachtet, ist sie doch nur eine Unterabteilung des Generalbegriffs von Darstellung einer
Fliche auf einer andern, die in der Tat gar nichts weit er enthdlt, als dass jedem Punkt
der einen nach irgend einem stetigen G es et z ein Punkt der andern korrespondieren soll. Es
mag wohl etwas Anstrengung kosten, sich zu diesem allgemeinen Begriff zu erheben; dann aber fihit
man sich auch wirklich auf einem hdéheren Standpunkt, wo alles in vergrdsserter Klarheit erscheint.
... Man kann leicht zeigen, dass, wie allgemein dieser Begriff sei, doch allemal jeder unendlich kleine
Teil (mit Ausnahme der Stellen an singuldren Punkten oder Linien) wahrhaft perspektivisch dargestellt
wird, entweder mit vélliger Ahnlichkeit, so wie perspektivische Darstellung auf paralleler Tafel, oder
mit halber Ahnlichkeit, in der in einem Sinn eine Verkiirzung statt hat < (C.F. GauB}, Werke X, Seite
91).

Nachdem der Vorgang des Abbildens hinreichend geklért ist, konnen wir eine weitere Einschrinkung
unserer Flichen unternehmen. Es handelt sich bei diesen Dreiecksnetzen nicht um eine beliebige An-
sammlung von geometrischen Linien, sondern die Lage der Knoten setzt voraus, dal die Summe der



Krifte, die an einem Knoten angreifen, sich zu Null ergibt, d.h. diese Flichen sind Gleichgewichts-
figuren.

Sofern die Gleichgewichtsfiguren der Membranen und Seifenhédute geschlossen sind, werden sie durch
Innendruck stabilisiert, andernfalls sind sie in der Regel vorgespannt. Um die Analogie zur Ausglei-
chungsrechnung aufzeigen zu kénnen, bleiben zunichst diejenigen Kréfte unberiicksichtigt, die durch
duflere Lasten entstehen. Sie gibt es namlich in der Ausgleichungsrechnung nicht und werden in Kapitel
4.1.1 gesondert behandelt.

In diesem Kapitel definieren wir zuerst das Potential fiir das gesamte Netz, das aus n Dreiecken und
m Knoten besteht. Anschlieflend beziehen sich die Formulierungen auf ein Dreieck, das stellvertretend
fiir alle Dreiecke des Netzes ist. Die globale Betrachtungsweise des gesamten Netzes findet in den
néchsten Kapiteln statt. Beweise, denen einige Schlulfolgerungen zugrunde liegen, befinden sich am
Anhang B.

2.1 Verformung des Dreiecks

Die exakte geometrische Beschreibung des einzelnen Dreiecks, das durch Abbildungsvorschriften ver-
formt wird, bildet die Grundlage fiir die weiteren Ausfiihrungen. In dieser Arbeit wird das Drei-
eck im unverformten Zustand durch die drei Eckpunkte Poi(xo1, %01, 201), Poz(xoz2, Yoz, z02) und
Pys3(x03,Yo3, 203) beschrieben, wihrend das Dreieck im verformten Zustand durch seine drei Eckpunk-
te Pi(x1,y1,21), Po(z2,y2,22) und P3(x3,ys,23) gegeben ist. Die drei Punkte spannen eine Ebene
im Raum auf, der wir einen Normalenvektor zuweisen kénnen. Die Reihenfolge der Eckpunkte ist
entscheidend fiir die Orientierung des Dreiecks und fiir die Richtung des Normalenvektors.

Po3 Py
los lo2 I3 Iy
Po1 « » Fo2 P 4 »
lo1 Iy
Abb. 2.1.1 Unverformter Zustand Abb. 2.1.2 Verformter Zustand

Da die Eckpunkte des unverformten Dreiecks den Eckpunkten des verformten Dreiecks zugeordnet
werden, kann die Abbildung nur durch genau eine ebene affine Abbildung beschrieben werden. Die
ebene affine Abbildung ist parallelentreu, d.h. die Bilder paralleler Geraden sind wieder parallel und
sie ist teilverh&ltnistreu, d.h. Streckenverhéltnisse bleiben gleich [55], [74].

Im unverformten Zustand wird das Dreieck im (u, v)-Koordinatensystem beschrieben und die Strecken
lo1, lo2 und lps zwischen den Punkten werden als ungedehnte Lingen bezeichnet. Den verformten
Zustand formulieren wir im (u/,v/)—Koordinatensystem, so daf} die mathematische Beschreibung fiir
eine beliebige affine Abbildung im zweidimensionalen Raum lautet

, u a b u
u = f =
v c d v
Zur Beschreibung der Verformung des Dreiecks geniigen drei unabhéngige Parameter. Diese Parameter

konnen die drei Kantenverlingerungen Aly = I3 — lg1, Als = lo — lp2 und Alg = I3 — g3 sein, oder die
drei Greenschen Verzerrungen €, €,, und €,,.

+

; ] —Au+b [m]. (2.2)




Mit dem Vektor fiir die Koordinatendifferenzen

uly =u) —uH = Au; +b— (Au, + b) = Auy, [m] (2.3)

ergibt sich das Quadrat des Liéngenelements im verformten Zustand
o= (ug2)” + (v12)°
= (aurz + bvi2)? + (curz + dviz)?
= (a® + A)uly + (b + d*)vdy + 2(ab + cd)urpvio [mﬂ : (2.4)

Fiir die Differenz der Quadrate der Langenelemente im verformten und unverformten Zustand erhalten
wir, indem wir die drei Verzerrungen definieren

F—15 = (up)®+ (v19)? — (uiy + v3y)
2 2 2 2 2 2
= -1 b d—1 2(ab d
(CL +c )U12 + ( + )U12 + (a +c )U12U12
260 260 2€40
= 2(U%2€uu + U%ZGUU + 2“12711251“)) |:m2:| s (25)

oder in Matrizenschreibweise

] Uy = H{z [ATA - E} C4P) {mﬂ . (2.6)

Die affine Abbildung besitzt keinerlei Einschréinkungen beziiglich der Gréfe der Verzerrungen. Handelt
es sich jedoch bei den Koordinatendifferenzen und den Quadraten der Lingenelemente um differentiell
kleine Groflen, finden wir in der Kontinuumsmechanik folgende tensorielle Darstellung

di? — di2, = 2€ dug dug m?| (2.7)

fir e4 = const iiber das Dreieck. Dort ist €43 = (cag — gap)/2 der Greensche Verzerrungstensor der
finiten Verzerrungen. Er 1483t sich aus dem Greenschen Deformationstensor c,g und dem Metriktensor
gap berechnen [13], [21], [64], [65]. In der Darstellung (2.6) entspriiche cog=AT A, g,p=FE sowie A
dem Deformationsgradienten. Der Ubergang auf alle Dreiecksseiten 148t sich durch das nachfolgende
Bild verdeutlichen

v
A
Ps
u31 R U23
lo2
V23
lo3
V31
/N
3
P
Qo1
P U12
0 U

Abb. 2.1.3 Das Dreieck im u, v-System



Zwischen den drei Dreiecksseiten im unverformten und verformten Zustand und den Verzerrungen gilt
nach (2.5)

1 1 [ l% — l(%l -| [ U/%Q U%Q \/§u127)12 -| [ €uu
§(Ll— Lol,) = 9 [ l% - l%2 J = [ u§3 U%?, V2u23v23 J { €vv J =Te [mﬂ . (2.8)

2 2 2 2
l3 - l03 U31 U31 \/§U31’U31 \/Eeuv

Die Matrix T kénnen wir noch aufspalten und erhalten mit den Richtungswinkeln agi, age und agg,
den die Dreiecksseiten mit der u-Achse einschlie3en

l%l 0 O cos?ag; sin?ap; V2 cos ag sin agy
. . 2
T=|0 13 0 cos?agy sin?age V2cosagysinagy | = LD [m } , (2.9)
0 0 l2 COS2 a3 SiIl2 a3 \/§ COS 03 sin a3
03

wobei die Matrix D die Eigenschaft besitzt

cos?ag; sin?agr V2 cos ag sin agy 1 1
COS2 a2 SiIl2 a2 \/§ COS (2 sin 02 1 = 1 [—] . (210)
COS2 a3 SiIl2 a3 \/§ COS (3 sin a3 0 1

Weiterhin sind die Hauptstreckungen A; und Ag, die sich aus der Hauptachsentransformation von
AT A ergeben, eindeutig bestimmbar

2 )‘% 0 T AT
A= v |~ R ATAR . (2.11)

Dazu benétigen wir den Drehwinkel

2ab + cd) _ ! arctan _ 2w [—] (2.12)

(a2 + 02) — (b2 + d2) 2 €uu — €vv

1
= —arct
0] 5 arotan

und erhalten die orthogonale Matrix

R_ [ cos¢p —sing ] . (2.13)

sin ¢ cos ¢
Zwischen dem Fliacheninhalt des Dreiecks im verformten und unverformten Zustand gilt dann

FA = Fag M Mo [mﬂ . (2.14)

Bei der affinen Abbildung kann die Verformung des Dreiecks beliebig grof sein. Entartet ein Dreieck
zu einem Strich, ist die Riickabbildung nicht mehr méglich, da die Transformationsmatrix A singulér
ist. Ebenso sind Spiegelungen Det(A) < 0 unzuléssig.



2.2 Minimalflichen und Seifenhiute

Minimalflichen sind die kleinsten Fldchen mit vorgegebener geschlossener Randkurve. Die Idee fiir
nachfolgende Modellierung stammt aus [28].

2.2.1 Minimalflichen

Diskretisieren wir die zu minimierende Minimalfliche durch n Dreiecke, so ergibt sich die Gesamtfléiche
(Gesamtpotential) durch die Summation der Teilflichen (Teilpotentiale) der einzelnen Dreiecke zu

n
Iy = Y Tla; — min, [mﬂ (2.15)
=1

Das zu losende Gleichungssystem erhalten wir, indem wir das Potential nach den unbekannten Koor-
dinaten des gesamten Netzes ableiten, anschlieend transponieren und die Gleichungen zu Null setzen

e R (2.16)

Als bewihrte Methode zur Losung der unbekannten Koordinaten des Netzes wenden wir nach (A.8)
und (A.9) das Newton-Verfahren an

a%(f) Az = o. (2.17)

g(x) = g(zy) +

Im folgenden betrachten wir nur ein einzelnes Dreieck, das stellvertretend fiir alle anderen Dreiecke
des Netzes ist. Indem wir versuchen, den Fldcheninhalt dieses Dreiecks so klein wie moglich werden
zu lassen, definieren wir mit fa als Wurzel der Dreiecksfliche Fa in Analogie zur Ausgleichung nach
vermittelnden Beobachtungen (vgl. Anhang A.2)

s = vTPv = fLfr = Fa [mZ]. (2.18)

Fiir die Berechnung der Dreiecksfliche verwenden wir die Heronsche Formel. Es gilt

Fa=yls(s—l)(s—b)(s—1s) [m?] smit s=(+b+1s)/2 [m]. (2.19)

Setzen wir die Variable s ein und fassen den ausmultiplizierten Term zusammen, so erhalten wir

16F2 =1t 13— 13428 3+ 23 12422 3 [mﬂ . (2.20)

In Matrizenschreibweise mit 9{1 3) = [1,1,1] und M (33 = e el — 2E 3 3) ergibt sich die quadratische
Form

-1 1 1 3
16FX = | &3, 13, & | -1 1|8 |=r"LMLL m?]. (2.21)
sym. -1 1

Um die Losung zu finden, miissen wir das Teilpotential IIo nach den unbekannten Koordinaten der
Dreieckspunkte ableiten. Die Kettenregel liefert
Oolln  OFa OFx Ol

oz = o = ol Oz (2.22)




Die einzelnen partiellen Ableitungen ergeben sich mit den Bezeichnungen aus (1.11)

—_—= = — "ML ;. = = LUTC. 2.2
ol 8Fx © ' o v'c (2.23)

Zunichst ohne Berticksichtigung irgendeiner physikalischen Bedeutung wenden wir einen Rechentrick
an und definieren formal den Kraftdichtevektor - generell alles, das nicht zur Kanten-Knoten-Matrix
C und der Matrix U fiir die Koordinatendifferenzen gehort- als

1
931 = 8FA MLL -] (2.24)

und fassen die oben genannten Terme nach dem Transponieren zusammen. Der Anteil des Dreiecks
am gesuchten Gleichungssystem lautet

g9(@)e., = CTU ﬁ MLl = C'Uq = CTQu = CTQCx [m] . (2.25)

Die Anteile des Dreiecks an der linearisierten Normalgleichungsmatrix ergibt sich durch Differentiation
von I, u und Fa nach den Verdnderlichen  unter Anwendung der Produktregel

-1

1 oLl OF 5

dg(z)

ou 1
=CT'Q— + C"U—M— + CTU-M LI 2.26
oz Qc’@ + 8FA oz + 8 T Oz ( )
N——
N, N, N,
mit
N, = CTQcC
1
N, = C'U — MUT
cTu TN ur’c
1
N; = —CTuq — q"UTC.

Starten wir mit geeigneten Naherungswerten x,, so lautet das zu losende Gleichungssystem fiir das
gesamte Netze

(CTQC)yAzy = —(CTQC)yz, [m]. (2.27)

Zahlreiche numerische Beispiele zeigten, daf8 die Anteile IN, und N5 der exakten Normalgleichungs-
matrix sich ungiinstig auf die Konvergenz des Newton-Verfahrens auswirken. Sie bleiben deshalb un-
beriicksichtigt. Die Kraftdichten sind keine Konstanten und miissen nach (2.24) in jedem Iterations-
schritt neu berechnet werden.

2.2.2 Seifenhiute

Das Gleichgewicht von Seifenhéduten ist durch das Minimum der potentiellen Energie charakteri-
siert, wobei das innere Potential proportional der Seifenhautfliche ist. Mit der Oberflichenspannung
o [Nm™!] ergibt sich das Potential

Iy = Y oFa; — min. [Nm)]. (2.28)
=1



Falls kein dufleres Potential infolge Schwerkraft und Druck vorliegt, lautet der Anteil des Dreiecks am
Gleichungssystem der Gleichgewichtsfigur fiir das gesamte Netz

h(z),) = CTUé MLl = CTUq = CTQCx [N]. (2.29)

Die neun Gleichungen kénnen wir jetzt als Komponenten von drei Kréften ansehen, die an den Punk-
ten des Dreiecks angreifen. Die Richtung der Kraft, die an einem Punkt wirkt, ist senkrecht zur
gegeniiberliegenden Seite. Der Betrag der Kraft ist gleich der Spannung mal einhalb der Linge der
gegeniiberliegenden Seite (vgl. Beweis im Anhang B.1).

2.3 Geschlossene Minimalflichen und Seifenblasen

Die Seifenblase ist dadurch charakterisiert, daff die Haut, die eine unter Uberdruck stehende Kam-
mer umschliefft, minimal ist. Zur mathematischen Beschreibung der Seifenblase gehen wir, wie bei
der Minimalfléiche, zunichst von rein geometrischen Uberlegungen aus. Die Kammer wird dadurch
modelliert, indem wir ein konstantes Volumen innerhalb der Oberfliche vorgeben.

2.3.1 Geschlossene Minimalflichen bei vorgegebenem Kammervolumen

Die einzelnen Dreiecke einer Kammeroberfliche bilden jeweils mit dem Ursprung einen Tetraeder, so
dafl die einzelnen Volumina VA nach (1.15) aufsummiert das Volumen der Kammer im verformten
Zustand ergeben. Es gilt mit dem Vektor g% fiir die Koordinaten des ganzen Netzes

Vizy) = iVAi(@) m?]. (2.30)

Aus der Forderung heraus, dafl dieses Volumen einem konstanten vorgegebenem Volumen Vj entspre-
chen soll, lautet das erweiterte Potential einer Kammer in Analogie zur Ausgleichung nach vermit-
telnden Beobachtungen mit Bedingungen zwischen den Unbekannten (vgl. Anhang A.4)

My = f: Fpi — k(V(zy) — Viy) — stat m?]. (2.31)
=1

Die Variable k wird als Lagrangescher Multiplikator oder in der Ausgleichungsrechnung als Korrelate
bezeichnet. Zwischen den unbekannten Koordinaten gilt fiir eine Kammer genau eine Bedingungsglei-
chung. Nach den Unbekannten abgeleitet und transponiert ergibt sich folgendes Gleichungssystem

Olly OF yr OV

oz N B (0£N) (8@N)Tk - e [m] (2.32)
861;[—]:[ = —(V(zn)—Vn)=0 {mﬂ ) (2.33)

Mit den Bezeichnungen aus (2.25) erhalten wir fiir ein Dreieck

g:(z, k) = CTUﬁMLL — bk [m] (2.34)
ga(z,k) = —(V(zn) - Vi) |m?| (2.35)



und die Differentiation liefert unter Anwendung der Produktregel mit H gy = (0bk)/(0z) diese
Anteile an der Normalgleichungsmatrix

0g.(z, k) 0g.(z, k) _

_ T .
oz =C'QC-H ; ok = —-b (236
892(@7 k) — —bT . agz(@y k) =0 ' '
EY = ok

Starten wir mit geeigneten Ndherungswerten x, und kg, so lautet das zu l6sende Gleichungssystem
fiir das gesamte Netz

(CTQC —H)y —by ] l Azy ] _ l —(CTQC) Nz, + byko (2.37)

sym. 0 Ak Wl(zy) — VN

Wie bei der Minimalfliche werden hier nur die Anteile der Normalgleichungsmatrix beniitzt, die sich
positiv auf die Konvergenz dieses nichtlinearen Problems auswirken. Die Bedeutung der Korrelate,
die aus der Dimensionsbetrachtung heraus die Einheit [mfl} besitzt, kann anhand dieser Darstellung
nicht erkannt werden. In Kapitel 4.7 wird gezeigt, dafl die Korrelate der Kriimmung entspricht.

2.3.2 Seifenblasen

Analog zur Betrachtungsweise bei der Seifenhaut fiihren wir die Oberflichenspannung o [Nm™1!] als
konstanten Gewichtsfaktor ein und erhalten fiir das Potential des gesamten Netzes

My = znj oFni — k(V(zy) — Vi) — stat [Nm]. (2.38)
=1

Die Dimensionsbetrachtung zeigt, da§ die Korrelate nun die Einheit [Nm 2] besitzt. Jetzt wirkt die
Korrelate wie der Innendruck. Die weiteren Gleichungen ergeben sich entsprechend.

2.4 Membrane mit vorgegebener Randkurve

Ein Unterschied zwischen Membrane und Minimalflichen liegt darin, dal wir bei der Membrane die
Form des Dreiecks im unverformten Zustand kennen, d.h. die ungedehnten Langen ly1, lp2 und ly3 sind
gegeben.

2.4.1 St.-Venant-Kirchhoff-Material

Bei diesem Material besteht Linearitdt zwischen dem 2. Piola-Kirchhoffschen Spannungsvektor o, ,)
und dem Greenschen Verzerrungsvektor €, ,) (verallgemeinertes Hookesches Gesetz), und wir erhalten
mit dem zweidimensionalen Spannungsverhalten der Membran folgende mathematischen Beziehungen
fiir orthotropes Material [1]

Oun E111 Erige 0 €un
g = Owvy = Es229 0 €vv =Me [Nm_l} : (239)
\/§qu Sym. 2F1212 \/§qu

Dabei sind F1111 und FEs999 die Dehnsteifigkeiten in u- bzw. in v-Richtung, F1199 die Steifigkeit, die aus
der Querdehnung resultiert und E1212 die Schubsteifigkeit. 0., und o,, werden als Normalspannungen,
ouwp als Schubspannung bezeichnet. Die Membrandicke ist in M bereits beriicksichtigt.



Um den Zusammenhang zwischen den Spannungen und Dehnungen beschreiben zu kénnen, benttigen
wir bis zu 4 Parameter fiir die Materialeigenschaften der Membrane und den Winkel «gq, der die
Lage des Dreiecks gegeniiber dem lokalen Koordinatensystem beschreibt (vgl. Abb. 2.1.3). Die exakte
geometrische Abbildung des Dreiecks fiihrt dazu, daf§ zwischen der Schubspannung und der Schiebung
gilt oyy = 2F1212€4,. Zu beachten ist, daf (2.39) eigentlich nur fiir kleine Verzerrungen gilt, was eine
wesentliche Einschrinkung des Giiltigkeitsbereichs der entwickelten Membrangleichungen bedeutet.

2.4.2 Nichtlineares Materialverhalten

Bei der nichtlinearen Ausgleichungsrechnung nach vermittelnden Beobachtungen (vgl. Anhang A.2)
werden die Beobachtungen, die es zu verbessern gilt, als nichtlineare Funktionen der Unbekannten for-
muliert. Die Gewichtsmatrix bleibt iiblicherweise wihrend des iterativen Berechnungsprozef3 konstant,
selbst wenn die ermittelten Verbesserungen gegeniiber den Beobachtungen grofl sind. Die Problematik
der nichtlinearen Ausgleichungsrechnung liegt in der Bereitstellung von geeigneten Naherungs- oder
Rohwerten, damit der Berechnungsalgorithmus zur gesuchten Lésung konvergiert.

Entsprechend dieser Vorgehensweise wird die Matrix fiir die Materialeigenschaft (2.39), die der Ge-
wichtsmatrix aus der nichtlinearen Ausgleichungsrechnung gleichzusetzen ist (vgl. Kapitel 5.3), in
dieser Arbeit als konstant betrachtet. Wie die Verwaltung der geometrischen und physikalischen Ei-
genschaften der Dreiecke, die das Membranmaterial représentieren, geschieht, wird in Kapitel 3.2 ge-
zeigt. Dort ist ersichtlich, dafl wir jedem einzelnen Dreieck unterschiedliche Materialkennwerte zuord-
nen konnen. Nach Bestimmung der Gleichgewichtsfigur mit den zuerst gewihlten Materialkennwerten
weisen wir den Dreiecken entsprechend ihrer Verzerrung andere Materialkennwerte zu. Anschlieend
fithren wir eine weitere nichtlineare Berechnung mit diesen neuen konstanten Materialkennwerten
durch und wiederholen gegebenenfalls dieses Vorgehen. Die schrittweise Abédnderung der Material-
kennwerte in den Dreiecken ermdoglicht uns die Modellierung eines nichtlinearen Materialverhaltens
der Membrankonstruktionen.

Weitere Untersuchungen zum nichtlinearen Materialverhalten von Membranen sind nicht Gegenstand
dieser Arbeit. Unabhéngig von der Gréfe der Verformung findet die Abbildung des Netzes ohne eine
weitere Abdanderung der Gewichts- bzw. Materialmatrix wahrend des iterativen Berechnungsablaufs
statt.

2.4.3 Bestimmung der Gleichgewichtsfigur

Diskretisieren wir die Membrane durch n Dreiecke, ergibt sich das Potential wie folgt

n
Iy = Z IIpn; — stat [Nm]. (2.40)
i=1

Dabei ist beriticksichtigt, dafl keine Fldchenlast und damit kein dufleres Potential vorhanden sein soll.
Die Forménderungsenergie fiir ein dreieckiges Membranelement lautet [9]

Op = % / oledF [Nm)] (2.41)

F

und es ergibt sich das Potential in Abh#ngigkeit der Koordinaten des Netzes

n n
1
Iy =) T = 2(5 €' FA Me); — stat [Nm)]. (2.42)

i=1 i=1

Nach den Unbekannten abgeleitet und transponiert erhalten wir die gesuchte Gleichgewichtsfigur

Olly

e g(z) =0 [N]. (2.43)



Im folgenden Betrachten wir nur die Anteile, die ein einzelnes Dreieck zum Aufbau der Normalglei-
chungen beitragt

ol [ 0e\T
o~ (o) FaMe WV 240

Da sich die Verzerrungen nach (2.8) aus den ungedehnten und gedehnten Léngen berechnen lassen,
ergeben sich die Ableitungen

N . aﬁ_ —177T -1
=5 T (LL— Lok, - s 5o =T7UTC m™] (2.45)

und wir konnen erneut den Kraftdichtevektor definieren als

g, =T TF\ Me [Nm’l} . (2.46)

Ein Dreieck liefert folgende Anteile zur Berechnung der Gleichgewichtsfigur

~—

= CT'Ugq=cC"QCz (2.47)
= q-T "FaMe (2.48)

g. (Ea
g- (Ea

G

Zur Berechnung des Formfindungsmodells geben wir die Kraftdichten g entsprechend den Wunsch-
spannungen o, mit den Beziehungen aus (2.46), als konstante Werte vor. Die Gleichungen g, werden
durch diese Mafinahme linear, und wir erhalten die unbekannten Koordinaten der Dreieckspunkte in ei-
nem Rechenschritt. Die Gleichungen g, repréisentieren den Zusammenhang zwischen den Kraftdichten
und dem Hookeschen Gesetz und bleiben bei der Formfindung unberiicksichtigt.

Bei der statischen Berechnung sind die Kraftdichten g ebenfalls unbekannt, und alle Gleichungen g,
und g, miissen nun im Konvergenzpunkt gelten. We_gen der Nichtlinearitdt von g, wahlen wir als
bewihrte Methode zur Losung der unbekannten Dreieckskoordinaten und Kraftdichten das schon be-
kannte und bewdhrte Newton-Verfahren. Die Normalgleichungsmatrix ergibt sich durch Differentiation
von (2.47) und (2.48) unter Anwendung der Produktregel

0g,(xz) _ A1 . 09,(z) _ A1
9,2 _crqe izl — ¢y

2.49
0g.(z) —_pT FAMT—1UTC : 92((1 ) - E ( )

a

Starten wir mit geeigneten Néherungswerten z, und g _, so lauten die Anteile eines Dreiecks fiir das
zu losende Gleichungssystem

l crQ.C cTu ] l Az ] _ l } —CTQ,Ca, | (250

-~ FAMT*U'C E Aq q, — T " FAMe,)

Multiplizieren wir die zweite Zeile von links mit —CTU und addieren sie zur ersten Zeile, werden die
Unbekannten Aq vorwegeliminiert, und wir erhalten folgendes Gleichungssystem

[CTUT ™ FAMT UTC+C7Q,C| Az = ~CTUT T Fp M, (2.51)

Anschliefend berechnen wir die neuen Kraftdichten

q=q,+Aq=T"TFpM(e,+ T 'U'CAz). (2.52)



Ubertragen wir die Formulierungen auf das gesamte Netz, ergibt sich

cTur " FAMT UTC+CTQ,C L Azy = —(CTUT" Fp Me,)n. (2.53)

oder in zusammengefafiter Form

NAzy = h (2.54)

Sofern nur positive Spannungen vorkommen, handelt es sich um eine vorgespannte Konstruktion.

2.4.4 Membrane mit isotropem Material (Typ 1)

Beim ebenen Spannungszustand vereinfacht sich die Matrix Mpgg, falls isotropes Material gefordert
wird
[ Eiin Erg 0 -I . [ 1 v 0 -|
MES = E2222 0 = P 1 0 . (255)
sym 1

1—v
sym. 2FE1212

—v
Die freien Parameter sind der Elastizitdtsmodul F und die Querdehnzahl v. Unabhéngig von der Lage
des Dreiecks im lokalen Koordinatensystem (Abb. 2.1.3), d.h. der Winkel aiy; kann beliebig sein, ergibt
sich das invariante Matrizenprodukt Ngg = T—7T Mpg T~ (vgl. Beweis im Anhang B.2).

2.4.5 Membrane mit orthotropem Material (Typ 2)

Bei orthotropem Material ist die Lage des Kett- und Schufifadens gegeniiber den Dreiecksseiten von
Bedeutung. Bisher wird sie iiber den Winkel ag;, der wéihrend des iterativen Berechnungsablaufs
konstant bleibt, angegeben (Abb. 2.1.3). Da die Definition der Verzerrungen mit Hilfe der ebenen
affinen Abbildung erfolgt, ist diese Vorgehensweise nicht geometrisch exakt.

Abhilfe bringt die Definition eines neuen Membranelements. Das rdumliche Dreieck wird von zwei
Geraden geschnitten, die die Kett- und Schufirichtung des textilen Membranmaterials représentieren.
Die beiden Geraden schneiden sich im Schwerpunkt des Dreiecks. Der Kettfaden (u-Richtung) geht
durch die Punkte P(zp,yp, zp) und Q(zq, yQ, 2Q), der Schulfaden (v-Richtung) geht durch die Punk-

te R(zRr,Yr, 2r) und S(zs,ys, 25)- P,

P [ ]
03. /(\S.
\

e -

a0 Po a o Q
lOu lu
Po1 o o P02 Piq . o P
R
Abb. 2.4.1 Unverformter Zustand Abb. 2.4.2 Verformter Zustand

Deutlich sehen wir die parallelentreue Abbildung der ebenen affinen Transformation. Der Kettfaden
ist bei diesem Beispiel sowohl im unverformten wie auch im verformten Zustand parallel zur unteren
Dreiecksseite. Die Vektoren fiir die Koordinaten und die Koordinatendifferenzen lauten

Zp
:BQ Tp —IQ TR — XS

Tz =| s usn = | yp—yo | 5 Ye) = | YrR—Us [m]. (2.56)
=R zZp — 29 ZR — 2§

Lg



Mit der Kanten-Knoten-Matrix C, wobei E die Einheitsmatrix mit der Dimension drei ist, erhalten
wir

[S

C, ] _ [ E —-E o o . (2.57)

[y] * i (6:12) lcv o o E -E

Die Strecken zwischen den Punkten P und @ bzw. R und S ergeben sich nach dem Satz des Pythagoras
zul? = ulw und 2= v v. Mit den Streckungen A, und )\, kénnen wir die gedehnten Léngen [,, und
l, aus den ungedehnten Langen [y, und Iy, wie folgt berechnen

e =Malow 3 Lo = Noloo [m). (2.58)

Fiir das Quadrat der Strecke, die sich nach dem Kosinussatz aus dem Kett- und Schufifaden und dem
eingeschlossenen Winkel berechnen l48t, gilt

s2 = 124122, cosa [m?] (2.59)

im verformten und

$2 = 12, +12, — 2o, oy cos g [m?] (2.60)

im unverformten Zustand. Die Differenz der Streckenquadrate ergibt in Analogie zum ebenen lokalen
Koordinatensystem

282 = (A2-1)2, + (A2 — 1)1, — (Ao cos o — cos ag)2lou lov m?. (261)
N—— N——

2€uu 2€4y 2€uy

Wir definieren die zwei Verzerrungen €,, und €,, in u— und v—Richtung und die Schubverzerrung e,
in Bezug auf das Koordinatensystem, das vom Kett- und Schufifaden gebildet wird

1 |ulu 1 |vlw 1 | ulw
€ == |=5——1|; €w==|=5——1|; V2w =—|—— —cosa —|. 2.62
2 [ 2, ] 2 [ 2 ] V2 [ZOUZOU O] - (262)

Fiir die Beschreibung der Gleichgewichtsfigur benttigen wir die Ableitungen nach den unbekannten
Koordinaten & der Punkte P, @ und R, S

N 2€u B 1
8@ \/§l0u lOU

= [ews o]

Deuy T ey
€ _ QT c, €
8@ lOu

T
v
__Cv )

T T —1
Y 27C, +uTC,] [m=1]. (2.63)

In Matrizenschreibweise mit dem Verzerrungsvektor g?

1,3
b2 0 0 ul o c,
g—i =1 0 ;2 0 o o7 = L*UTC [mfl} : (2.64)
N 0 0 % i) ol o7 C,

ergeben nach (2.44) sich die Anteile eines Dreiecks an den Gleichungen fiir die Gleichgewichtsfigur
9(x)(.,) = CTUL;?FaMe [N], (2.65)
die sich auf die vier Punkte P, Q und R, S beziehen (vgl. Abb. 2.4.2). Wie bisher fassen wir al-

les was nicht zur Kantenknotenmatrix und zur Matrix fiir die Koordinatendifferenzen gehort zum
Kraftdichtevektor

a4, = L,*FaMe = L*Fac [N~ (2.66)

zusammen, so dafl auch in diesem Fall die Berechnung des Formfindungsmodells in einem linearen
Rechenschritt moglich ist.



2.4.6 Krifteverlauf im Dreieck

Die Krifte, die im Kett- und Schufifaden auftreten, konnen wir den Teilverhiltnissen entsprechend
auf die Eckpunkte P, P, und Pj iibertragen, da die Verformung des Dreiecks den Eigenschaften der
ebenen affinen Transformation entspricht. Der Punkt P z.B. liegt dem Teilverhéltnis ¢,; nach auf der
Kante P, P3

P3 P3
>
S
L @,
P P, P Y Rl l P,
Abb. 2.4.3 Krafteverlauf im Kettfaden Abb. 2.4.4 Krafteverlauf im Schufifaden
Fallt P mit P3 bzw. P; zusammen, betrégt das Teilverh&ltnis ¢,; = —1 bzw. t,; = 1. Zwischen den

Punkten gilt mit my; = (1 —¢)/2, py1 = (1 +¢)/2 und my1 + py1 = 1 folgende linearen Bedingungs-
gleichungen

Tp = Myl Ty + Ppul T, [m] . (2.67)

Zur exakten mathematischen Beschreibung des Dreieckselements bendtigen wir vier Teilverhéltnis-
zahlen und vier Zuordnungszahlen, damit wir wissen, welche Dreieckskanten unter welchem Verhéltnis
von Kett- und Schufifaden geschnitten werden (vgl. Tab. 3.2.6).

2.4.7 Vergleich zwischen erstem (Typ 1) und zweitem (Typ 2) Membranelement

Der erste Ansatz (Typ 1) ist der dltere und wurde schon in der Diplomarbeit des Autors formuliert
[78]. Wesentlich ist, dafl die Gleichgewichtsbedingungen (2.47) und (2.48) sich auf die Dreiecksseiten
beziehen. Die Transformation zwischen den Dreiecksseiten und dem Koordinatensystem, in dem das
Materialgesetz gilt, gelingt iiber die Matrix T (2.8). Die mathematische Beschreibung des Ubergangs
von der Membran zur Minimalfliche wird in dieser Darstellung deutlich. Besonders bei isotropem
Materialgesetz ist dieser Ansatz zu empfehlen, da der Winkel ag; (Abb. 2.1.3) keine Bedeutung hat.

Der zweite Ansatz (Typ 2) zeichnet sich dadurch aus, daf die Beziehungen direkt im Koordinaten-
system, in dem das Materialgesetz gilt, aufgestellt werden. Nachdem die Gleichgewichtsbedingungen
fiir die vier Endpunkte des Kett- und Schufifadens hergeleitet sind, findet die Transformation auf die
Dreieckspunkte tiber die Teilverhéltniszahlen (2.67) statt. Von Vorteil ist die Kenntnis der exakten
Lage des Kett- und Schuf)fadens im verformten Zustand.

2.5 Druckbelastete Membrane (Pneus)

Das bekannteste Beispiel fiir eine pneumatische Membrankonstruktion diirfte der Luftballon sein. Im
Unterschied zu den vorgespannten doppeltgekriimmten Konstruktionen finden wir hier als weitere
wesentliche formgebende Merkmale den Innendruck und das Volumen [61].



2.5.1 Bestimmung der Gleichgewichtsfigur

Nachdem die mathematischen Beziehungen fiir Seifenblasen und Membranen vorliegen, kann sofort
das Potenial fiir Pneus angeschrieben werden. Dazu ersetzen wir den vorderen Teil des Potentials der
Seifenblase (2.31) durch das Potential der Membrane (2.42), und definieren

My = i(%gTFAMg)i ~k(V(y) — Vi) — stat. (Nm]. (2.68)
=1

Wir erhalten folgende Anteile eines Dreiecks an der Gleichgewichtsfigur

k) = CTUTT Fn Me — bk [V] (2.69)
k) = —(V(zy) = V) m?]. (2.70)

18

9. (
g:(
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Starten wir mit geeigneten Néherungswerten x,, g und ko, so lautet das zu 16sende Gleichungssystem
fiir das gesamte Netz, indem wir die zusammenfassende Schreibweise aus (2.54) beniitzen

N-Hy -b Az h +byk
N N N vko | (2.71)
sym. 0 Ak W(zyn) — VN

Zu erwahnen sind die zusétzlichen zweiten Ableitungen H, die aus der nichtlinearen Bedingungsgleich-
nung zwischen den Unbekannten entstehen (vgl. Anhang A4). Die Riickrechnung der vorwegeliminier-
ten Kraftdichten erfolgt wie in (2.52).



Kapitel 3

Dreiecksnetze im Computer

Die Bedeutung von Netzen in Natur und Technik ist erkannt. Nahezu jeden Tag werden wir mit
Begriffen wie Vernetzung, Kommunikationsnetz, Netzwerk usw. konfrontiert. Analogiebetrachtungen
zwischen geodétischen Streckennetzen und statischen Fachwerken erdffneten neue Forschungsberei-
che z.B. auf Gebieten wie hydraulische- und elektrische Netze, oder Transportnetze. Die Trennung
der netztypischen Strukturen von den eigentlichen physikalischen Vorgéngen liegt allen Anwendungs-
gebieten zugrunde. Wesentlich ist die Reduktion aller Modelle auf die drei Begriffe: Koordinaten,
Kanten-Knoten-Matrix und Kraftdichte.

Zur Beschreibung der hier genannten Flachen werden ausschliefllich Dreiecksnetze verwendet. Nach
den geometrischen und mechanischen Herleitungen im letzten Kapitel, die sich auf ein Dreieckselement
beziehen, betrachten wir jetzt das gesamte Dreiecksnetz.

Umschlieflen Dreiecksnetze einen Korper, gehort jede Kante des Dreiecksnetzes zu genau zwei Drei-
ecken. Andernfalls bilden diejenigen Kanten, die sich nur zu einem Dreieck zuordnen lassen, den
Rand des Netzes. Uberschneidungen sind unzulissig. Jedes Dreieck definiert eine Ebene, sowohl im
unverformten- wie auch im verformten Zustand. Knicke sind nur entlang der Kanten moglich.

Komplizierte Formen, mit vielen Kriimmungswechseln, kénnen mit Dreiecksnetzen, die aus einzelnen
ebenen Dreiecken bestehen, nur dadurch hinreichend genau genau modelliert werden, indem wir die
Anzahl der Dreiecke erhthen. Zur Bestimmung der Gleichgewichtsfigur miissen fiir jeden freien Knoten
des Netzes drei Unbekannte berechnet werden, so dafl sich der numerische Aufwand durch die feinere
Diskretisierung vergrofiert.

3.1 Zur Ausgleichung grofier Netze

Die Technik zur Bestimmung der Unbekannten grofler Gleichungssysteme hat sich in den letzten
Jahren verfeinert. Angewendet wurden solche Strategien z.B. bei der gemeinsamen Ausgleichung der
unzentrierten Meflelemente bei der Neutriangulierung der Netze dritter und vierter Ordnung in Baden-
Wiirttemberg. Netze mit bis zu dreitausend Punkten wurden gemeinsam analysiert und ausgeglichen
2], [25].

Besonders bei der statischen Berechnung vorgespannter Membrankonstruktionen liegen die Naherungs-
werte der Unbekannten oft weit entfernt von der im Gleichgewicht befindlichen Form. Nur wenige in
der Literatur aufgefiihrten Gleichungsloser konvergieren unter diesen Umsténden und berechnen in
annehmbaren Rechenzeiten die gewiinschte Losung. Der hier verwendete Gleichungsléser wurde neu
entwickelt und vereinigt das Verfahren der konjugierten Gradiente mit Skalierung und die Hyper-
Sparse-Technik. Mit den genannten Strategien kénnen mehrere tausend Unbekannte effizient geltst
werden [15], [16], [29], [72], [73].

3.1.1 Das Verfahren der konjugierten Gradiente

Das Verfahren der konjugierten Gradiente zeichnet sich durch die iterative Berechnung des Losungs-
vektors eines linearen Gleichnungssystems aus und hat sich bestens bei nichtlinearen Vorgéingen, die
mit Ansétzen aus der Ausgleichungsrechnung beschrieben wurden, bew#hrt. Beitrige zu diesem Ver-
fahren befinden sich u.a. in [23], [77], und [79].



Gegeben sind die symmetrische Normalgleichnungsmatrix IN und die rechte Seite h. Gesucht wird der
Vektor x

Mit den Startwerten
X, = 0
_ro = 21 = h

ergibt sich folgender iterativer Berechnungsablauf

W o~ TiaTin
. =
B;‘TNBi
z, = Z,, +op,
r, = 1, +oNp, (3-2)
rl'r,
Bi = T .
r T
P, = T+t 0ip;

Der Losungsvektor x ist hinreichend genau bestimmt, falls »7r klein genug ist. Im Gegensatz zum
Gauss’schen Algorithmus entfillt hier die symbolische Faktorisierung, und es entstehen keine zusétz-
lichen Fiillelemente (Fill-ins). Das Umsortieren der Unbekannten bleibt ebenfalls erspart. Die Anzahl
der Nichtnullelemente der Normalgleichungsmatrix liegt bei den in Kapitel 4 gezeigten Netzen mit
hoher Anzahl von Knoten unter einem Prozent gegeniiber der vollbesetzten Matrix.

Da die Kett- und Schufifiden aufgrund des Einflusses der Querdehnung im geodétischen Sinne kor-
reliert sind, werden die einzelnen Nichtnullelemente der Normalgleichungsmatrix komplett aufgebaut.
Die Variante, bei der die Nichtnullstruktur der Fehlergleichungsmatrix berticksichtigt und das Verfah-
ren der konjugierten Gradiente angewendet wird, wurde nicht verfolgt.

3.1.2 Beispiel zu Hyper-Sparse-Matrizen

Bei der Sparse-Technik beniitzen wir nur diejenigen Elemente einer Matrix, die sich von Null unter-
scheiden. Zur Verwaltung sind daher mehrere Indexfelder, z.B. verkettete Listen, nttig. Handelt es
sich bei den Elementen der Matrix um Submatrizen, sprechen wir von der Hyper-Sparse-Technik. Das
angefithrte Beispiel aus [80] zeigt die Art der Verwaltung von Hyper-Sparse-Matrizen. Besteht das
Gleichungssystem (3.1) z.B. aus folgenden Submatrizen

Nz 0 Niggay Nygy || T h(3)
Nao(gg) Nag(az) Nagisn) Lo(g) | _ By
: (3.3)
Nis22) Nay(a,0) Z3(2,1) by
sym. Ny | L 2400 by



werden die Elemente der Normalgleichungsmatrix IN und die Elemente der rechten Seite h in dieser
Weise abgespeichert

1 2 4 7 8 13 1
3 5 9 10 14 2
sym. 6 11 12 15 3
16 17 19 22 F26 27 [ 34] 4]
18 20 23 28 29 35 5
21 24 30 31 36 6
sym. 25 | 32 33 | | 37 | 7]
38 39 41 8
sym. 40 42 l9
sym. 43 [ 10
und iiber diese Indexfelder verwaltet
IND(1)=1 IND(2)=3 | IND(3)=4 IHP(1)=1
IAP(1)=1
IAQ(1)=1
IND(4)=2 | IND(5)=3 | IND(6)=4 IHP(2)=4
IAP(2)=4
IAQ(2)=16
IND(7)=3 | IND(8)=4 IHP(3)=8
IAP(3)=T7
TAQ(3)=38
IND(9)=4 IHP(4)=10
IAP(4)=9
T1AQ(4)=43
IAP(5)=10 | IHP(5)=11
TAQ(5)=44

Tab. 3.1.1 Programmtechnische Realisierung von Hyper-Sparse-Matrizen

Im Einzelnen enthalten

IND(I) I=1,...,9 die Submatrizenspalte der Submatrix I,

IAP(I) I=1,...,5 die Anzahl der Submatrizen bis einschlieflich derjeni-
gen in der Submatrizenzeile I,

IAQ(I) I=1,...,5 die Anfangsaddresse des ersten Elementes von IN in
der Submatrizenzeile I und

IHP(I) I=1,...,5 die Anfangsaddresse des ersten Elementes von h in der
Submatrizenzeile 1.

3.1.3 Zur Skalierung von Gleichungssystemen mit Submatrizen

Die Skalierung der Normalgleichungsmatrix erhcht die Konvergenzgeschwindigkeit bei der Berechnung
des Losungsvektors und ist pro duflerer Iteration nur einmal nétig. Diese Technik auf Hyper-Sparse-
Matrizen angewendet bedeutet, dafl nicht nur die einzelnen Elemente der Hauptdiagonalen zu Eins
werden, sondern daf} jeweils die gesamte symmetrische Submatrix auf der Hauptdiagonalen zur Ein-
heitsmatrix wird.



Zum besseren Verstédndnis fithren wir ein ausgewahltes Beispiel an, bei dem das Gleichungssystem
(3.1) in Submatrizenschreibweise

[ NiGn) Nisay ] l 2, ] _ [ hya) ] (3.4)

sym.  Nyy(55) L(3,1) 2(3,1)

|

oder ausfiihrlich

[ 1 2 6 12 18] [ [z ] ] [ 1]
[sym. 13] [24 30 36] |2 | | 230 |
1 2 4 (23] | = [ 137 ] (3.5)
13 23 4 235
| sym. sym. L[]l L [ 369 | |

lautet. Die Cholesky-Zerlegung Siig Sii = Nj; auf die Hauptdiagonalsubmatrizen angewandt ergibt bei
unserem Beispiel

1

S | 0

S—[ 11 0]: ’0
o S

0

0

S W N O O

und wir erhalten die Inverse von S

13 -2 000
3[0 1] looo]
S =D-= 0 0 18 —12 -2 (3.7)
0 =l 0 6 -5
|00 0o 0o 3]

Die nachfolgende Substitution £ = Dy fiihrt uns auf das skalierte Gleichungssystem

DT"NDy = D"h,

in Submatrizenschreibweise

[ E,, Dz; N,, D, ] [ Y, ] _ [ D£h1 ‘| (3 8)
sym. E,, Y, D;’;hz
oder ausfiihrlich
[ 1 0 (6 0 =1 ][ [wul]l [ [73
sym. 1 4 -2 -1 | | Y2 | 28
100 ys = [ 137] : (3.9)
1 0 Y4 —13
| sym. i Sym. 1 1 1L L Ys 1 L —19 J
Als Losung des skalierten Gleichungssystems ergibt sich der Vektor QT = [13,12,11,11,6] und
wir konnen mit der Substitutionsformel den gesuchten Vektor £ = [5,4,3,2,1] berechnen. Durch

geschickte Anordnung des Algorithmus werden keine zusétzlichen Speicherplatze fiir die Normal-
gleichungsmatrix benétigt.



3.2 Datenorganisationsverfahren

Die Dreiecksnetze beinhalten eine Vielzahl von Informationen, falls wir sie zur statischen Berechnung
komplizierter Formen, z.B. den gekammerten Pneu in Abb. 4.5.9, verwenden. Wie die Verwaltung von
Knoten, Kanten, Dreiecken, Kérpern, und ihrer zugehtrigen Topologie, Geometrie und physikalischen
Eigenschaften im Computer durchgefiihrt wird, erlautern die nachfolgenden Datenstrukturen.

Knoten:

Kanten:

Dreiecke:

Korper:

Die Liste der Knoten zeichnet sich dadurch aus, dafl jeder Punkt eine Punkt-
nummer besitzt. Neben den Koordinaten werden zusétzliche Attribute gespei-
chert. Die Punkte konnen fest, frei, beweglich oder gelagert sein.

| Lfd.Nr | Punkt | @ [ y | z | Attribute |
1 P o |y | &

Tab. 3.2.1 Liste der Knoten

Kanten sind durch die Punktnummern des Anfangs- und des Endpunktes in
der Liste aufgefiihrt. Attribute sind bei Seilenetzen die ungedehnten Léngen,
die Kraftdichten und die Zugsteifigkeiten. Die hier behandelten Netze sind
zwei- oder dreidimensional, so dal die Richtung der Kante keine Rolle spielt.

| Lfd.Nr | Von | Nach | Attribute |
1 P =)

Tab. 3.2.2 Liste der Kanten

Die Liste der Dreiecke besteht aus den Punktnummern der Eckpunkte der
Dreiecke, die in der Knotenliste aufgefiihrt sein miissen. Zu den Attributen
der Dreiecke gehoren die geometrischen und physikalischen Eigenschaften der
Membranelemente (vgl. Tab. 3.2.5 bzw. Tab. 3.2.6).

| Lfd Nr | Dreiecks-Punkte | Attribute |
1 P[P P

Tab. 3.2.3 Liste der Dreiecke

Mehrere Dreiecke (n > 4) konnen einen Korper bilden. Besteht der Korper
aus mehreren Kammern, ist das Ende einer Kammer durch eine Leerzeile ge-
kennzeichnet. Attribute einer Kammer sind das Volumen und der Innendruck.

‘ Lfd.Nr ‘ Dreiecks-Punkte ‘ Attribute ‘
1 P | P Py

Leerzeile

Tab. 3.2.4 Liste der Korper



Die Liste mit den geometrischen und physikalischen Eigenschaften eines Dreiecks werden bei den Mem-
branelementen von Typ 1 und Typ 2 im einzelnen verdeutlicht:

Typ 1:  Zu den Attributen gehoren die ungedehnten Léangen lo1, lg2, los3 und die Kraft-
dichten qi1, g2 , q3 der Dreiecksseiten, der Winkel g, den der Kettfaden mit
der ersten Dreiecksseite bildet, und der Pointer m zum Material F1111, F2292,
FE1122 und E1212.

(lor ]| lo [ ls | @ | @ |a3]|ao|m]
Leerzeile
Nr | By | Eooge | Euize | Eroi2 |

Tab. 3.2.5 Attribute vom Membrantyp 1

Typ 2: Die Attribute sind: die ungedehnten Lingen ly,, lg,, der Winkel «q, den der
Kett- mit dem Schufifaden einschlieit, die drei Kraftdichten qu., quv, Guv, die
vier Teilverhéaltniszahlen t,1, t,2, ty1, ty2 und deren Nummern .1, iy2, 1, 42
zur zugehorigen Dreieckskante, sowie der Pointer m zum Material.

‘ lou ‘ low ‘ ap ‘ Quu ‘ Guv ‘ Quv ‘ tul ‘ tu2 ‘ 251 ‘ ty2 ‘ Tyl ‘ 12 ‘ Tyl ‘ 142 ‘ m ‘

Leerzeile

Nr | Eun [ Easse | B | Fion |

Tab. 3.2.6 Attribute vom Membrantyp 2

Uber die Pointer m konnen wir den einzelnen Membranelementen unterschiedliche Materialkennwerte
zuweisen und somit ein moglicherweise nichtlineares Materialverhalten modellieren. Bisher gab es
keinen Anlafl dazu. Die jeweiligen Datenstrukturen bilden in ihrer Gesamtheit ein Objekt, in dem die
topologischen, geometrischen und physikalischen Eigenschaften des Dreiecksnetzes im unverformten-
und verformten Zustand redundanzfrei enthalten sind.



3.3 Generierungsoperatoren

Die hier beschriebenen Flichen werden durch Knoten, Kanten und Dreiecken strukturiert. Jahre-
lange praktische Erfahrungen bestéitigen die Aussage, dafl eine fehlerfreie Erzeugung der Topolo-
gie solcher Flidchen von Hand nahezu unmdoglich ist [30], [27], [25]. Wie die Generierung der Topologie
mit geeigneten Operatoren durchgefiihrt wird, verdeutlicht das Beispiel einer Seifenblase, die aus zwei
Kammern besteht.

Abb. 3.2.1 Seifenblase Abb. 3.2.2 Ansicht

Bei Seifenblasen liegt das Hauptproblem in der fehlerfreien Vermaschung und dem Zusammenfiigen
der einzelnen Kammern, da sich die Gleichgewichtsfigur nur durch die Vorgabe der Topologie und
der Forderung nach minimaler Oberfliche unter Einhalten der konstanten Volumina in den Kammern
einstellt.

Oft fiihren mehrere Generierungsmethoden zum Ziel. Ein méglicher Weg wird nachfolgend aufgezeigt.

1. Zuerst generieren wir den Rand. Dazu benétigen wir
die ebenen Koordinaten der Punkte P; bis Py in Abb.
3.2.3, die Art der Kurve zwischen den Punkten (Gera-
de, Kreis, Ellipse, Parabel, usw.) und die Anzahl der
Zwischenpunkte.

op Py e

2. Der Rand muf in vierfacher Ausfertigung vorliegen und
definiert damit vier Ebenen (vgl. 5.).

3. Die Fliachen innerhalb der vier Rdnder werden wie in
Abb. 3.2.4 mit gleichseitigen Dreiecken, deren Anzahl
in y-Richtung vorgegeben ist, gefiillt. Den Raum zwi- PATYN
schen den Rindern und den gleichseitigen Dreiecken i%%%%%’%’%%

. . . . PRRRAIANKRA]
vermaschen wir {iber die Delaunay-Triangulierung. OSSO

Vvvvvvvvg

0
St

4. Falls spitzwinklige Dreiecke entstehen, kénnen wir
mit Hilfe der Kraftdichtemethode wie in Abb. 3.2.5
gleichméBigere Dreiecke erzeugen, indem wir den Rand
festhalten und jeder Dreiecksseite eine konstante Kraft-
dichte zuweisen [17], [26], [24]. Dieses Vorgehen eignet

sich auch zum Aufdecken von Vermaschungsfehlern.
& Abb. 3.2.4 Dreiecksvermaschung



5. Die Orientierung der Dreiecke in den vier Ebenen ist

B

aus Abb. 3.2.6 ersichtlich (+ mathematisch positiv, ég@ié;:&%%&é
- mathematisch negativ). Sie ist mafigeblich fiir die }X#:%:%&;%‘%é:#:%
Wirkung des Innendrucks. Die neu generierten Punkt- %%ig‘efe’eiﬁ
nummern der Knoten in Ebene 2 und 3 miissen iden- ‘hﬁ%‘ﬂé

tisch sein. Die neu entstehenden Punktnummern in
Ebene 1 und 4 diirfen jedoch nur einmal vorkommen.

6. Jetzt werden die einzelnen Teilflichen zusammen-
gefiigt, wobei die Knoten, deren Punktnummern mehr-
fach vorkommen, nur einmal beriicksichtigt werden. Abb. 3.2.5 RegelmiBigere Dreiecke
Die Dreiecke der Ebenen 1 und 2 bilden die obere Kam-
mer, die Dreiecke der Ebenen 3 und 4 die untere Kam-

mer B i

. E2 _

7. Aufgrund der identischen Punktnummern der Knoten 53 +
i _

in Ebene 2 und 3 definieren nur die Dreiecke der Ebe-
nen 1, 2 und 4 das Membranmaterial. Dort spielt die Abb. 3.2.6 Vier Ebenen
Orientierung der Dreiecke keine Rolle. Zusétzlich be-
stimmen wir die Kraftdichten nach (2.46).

8. Mit dieser erzeugten Topologie, den konstanten Kraft-
dichten und der Vorgabe der Volumina in Kammer 1
und 2 ergibt sich die N&herungslosung in Abb. 3.2.7,
wobei wir den Rand festhalten. Dies ist der erste Test,
ob die Dreiecke richtig orientiert wurden.

9. Lassen wir alle Punkte frei und fordern zusétzlich mini-
male Oberfliche, entsteht die gesuchte Gleichgewichts-
figur in Abb. 3.2.1 bzw. 3.2.2.

Abb. 3.2.7 Niherungslésung

Weitere Beispiele zu Seifenblasen und ihren Generierungsmethoden befinden sich in Kapitel 4.3.



Kapitel 4

Anwendungen

4.1 Allgemeine Bemerkungen

Nach den umfassenden mathematischen Herleitungen in Kapitel 2, den numerischen Methoden und Da-
tenverwaltungstechniken in Kapitel 3, sollen in diesem Kapitel die gewonnenen Erkenntnisse ausfiihr-
lich dargestellt und verdeutlicht werden. Ebenso erscheint es dem Verfassser unerlifilich, die Gene-
rierungsmethoden zum Erzeugen der Datensétze anzugeben, spiegeln diese doch oftmals die gesamte
Bandbreite der Algorithmen wieder. Die Auswirkungen der Hyper-Sparse-Technik auf Abspeicherung
der Normalgleichungsmatrix wird an einigen Beispielen angefiihrt.

4.1.1 AuBere Lasten

In der bisherigen Betrachtungsweise blieben duflere Lasten unberiicksichtigt. Weder im Potential noch
in den Gleichungen, die in Kapitel 2 die Gleichgewichtsfiguren beschreiben, werden sie beriicksichtigt.
Die Ursache dafiir ist, daf§ die Beziechungen und Analogiebetrachtungen mit Hilfe der nichtlinearen
Ausgleichungsrechnung gefunden und gedeutet wurden. Dort gibt es bisher den Begriff der &ufleren
Lasten nicht. An dieser Stelle definieren wir den Vektor fiir die duflere Kraft, die z.B. auf den Punkt
P, wirkt

§?(1,3) - [slzm S1y, 312] [N] . (41)

Somit lautet der Vektor, der die Komponenten der &dufleren Last fiir das aus m Knoten bestehende
Netz enthilt

8N am) = |8787 . 8T [N]. (4.2)

Da wir die duflere Belastung als Totlasten, also konfigurationsunabhéngig, annehmen, erhalten wir fiir
das Potential, wenn der Vektor 3, den unbelasteten Zustand des gesamten Netzes darstellt,

Ty = Oy — sk (zy — %) — stat [Nm] (4.3)

und es ergibt sich nach den Unbekannten abgeleitet

oIy Oy
= — - N]|. 4.4
3@\/ 3@\/ SN [ ] ( )

Ubertragen auf die bisher formulierten Gleichungen (2.16), (2.32) und (2.43) kénnen wir sehr leicht
erkennen, dafl der Nullvektor durch den Vektor s ersetzt werden mufl. Fiir den Berechnungsalgo-
rithmus bedeutet dies, da§ wir einfach auf den Vektor h aus z.B. (2.54), der bei der Anwendung des
Newton-Verfahrens entsteht (2.17), (A.8), die Komponenten des Vektors sy aufaddieren miissen

Nzy=h+sy [N]. (4.5)

Vor jeder statischen Berechnung der Konstruktionen werden die Lasten fiir jeden Knoten entsprechend
ihrem Einfluf}, der i.a. von der Gréfle der umliegenden Dreiecke abhéngt, bestimmt. Im Gegensatz zum
Innendruck bleiben die Wirkungsrichtungen der &ufleren Totlasten wéhrend der Berechnung konstant.
Ist die Verformung grof}, kann aus diesem Grund eine erneute Bestimmung der Lasten erforderlich
werden. Da sie abhéngig von der Lage des Koordinatensystems sind, stellen sie keine invariante Gréfien
dar.



4.1.2 Spannungen

Spannungen sind ein wichtiges Hilfsmittel zur Beurteilung der Beanspruchung von vorgespannten
Konstruktionen [8], [20], [82]. Fiir jedes Dreieckselement erhalten wir die Spannungen oy, oy, im Kett-
und Schuffaden und die Schubspannung ., im verformten Zustand entsprechend unserer Definition
in Kapitel 2.4.1. Oft bestehen die Flichen aus hunderten oder tausenden Dreiecken. Die nachfolgende
Tabelle gibt einen Uberblick von den maximalen- und minimalen Spannungswerten in den jeweils
betroffenen Dreiecken.

‘ ‘O'max index | on  Index
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Fassen wir die Spannungen eines Dreiecks zu einer symmetrischen Matrix zusammen

5 l Ouu  Ouw ] [Nmfl} (4.6)

und berechnen den Drehwinkel

1 2 uv
¢ = 5 arctan T -], (4.7)

Ouu — Owv

erhalten wir die orthogonale Matrix R aus (2.13) und koénnen die Hauptspannungen \,; und A2
eindeutig angeben

Ao _
A= | O | _greg [Nm1]. (4.8)
0 o2

Fiir die Darstellung der Spannungen oder der Hauptspannungen liegen entsprechende Visualisierungs-
techniken vor (vgl. Abb. 4.4.18 und Abb. 4.4.19).

4.2 Beispiele zu Minimalflichen

Die Bestimmung der Flichen kleinsten Flicheninhalts behandelte zuerst J. L. Lagrange im Jahre
1760. Dabei stellte er die Flédche in expliziter Form dar und gelangte zu einer Bedingungsgleichung
fiir die zweiten Ableitungen. Die Aufgabe, Minimalflichen zu berechnen, nennt man das Plateausche
Problem, welches physikalisch-statischen Betrachtungen seinen Ursprung verdankt. Im allgemeinen ist
es jedoch nicht moglich, beliebige Minimalflichen mathematisch geschlossen zu beschreiben [40], [63].

Die Ideen fiir die Minimalflichen stammen aus den Abbildungen der Modelle in [58]. Experimentell
konnen wir solche Flachen erzeugen, indem wir die geschlossene rdumliche Kurve aus einem Draht
nachbilden und ihn in eine geeignete Seifenlauge eintauchen. Beim Herausnehmen bildet sich dann eine
Haut innerhalb des Drahtes. Vernachldssigen wir die von der Schwerkraft verursachte Deformation,
so stellt sich eine Minimalfliche ein, deren mittlere Kriimmung iiberall Null ist. Die Isotropie des
Seifenhautmaterials und das Verschwinden der mittleren Kriimmung haben die Spannungsgleichheit
in jedem Punkt zur Folge [7], [38], [59], [60].

Zu jedem Beispiel sind die Geometrien der Rénder, die Anzahl der Punkte und die Anzahl der Dreiecke
angegeben. Bei gleicher Topologie kann der hier vorgestellte Algorithmus direkt iiber die Gréfle der
Fléche, die sich aus den einzelnen Dreiecksflichen zusammensetzt, mit anderen Berechnungsmethoden
verglichen werden.



Anzahl der Beispiel 1-3 | Beispiel 4

Punkte 336 251
Membranelemente 624 436
Unbekannten 1008 753
Submatrizen 1296 937
Speicherplitze in NGL-Matrix 10656 7680

=1.05% =1.35%

Tab. 4.2.1 Topologie der Flachen 1 bis 4

Zusammengefafit stehen die einzelnen Ergebnisse in der nachfolgenden Tabelle

Beispiel | Formfindungsfliiche [m?] ‘ Minimalfiiche [m?] ‘

1 6.711 5.993
2 7.896 6.281
3 6.096 5.759
4 2.613 2.489

Tab. 4.2.2 Grofle der Flichen 1 bis 4

1. Zuerst generieren wir den Rand. Dazu benétigen
wir die ebenen Koordinaten der Punkte P; bis P
in Abb. 4.2.1, die Art der Kurve zwischen den op, P, e
Punkten (Gerade, Kreis, Ellipse, Parabel usw.)
und die Anzahl der Zwischenpunkte. Die Koor-
dinaten der Zwischenpunkte werden automatisch Py P3
bestimmt.

2. Anschliefend erzeugen wir die Topologie des Ra-
dialnetzes, indem wir die Koordinaten des Mit-
telpunktes, den Abstand der einzelnen Ringe und
den Winkel zwischen den vom Mittelpunkt weg-
laufenden Geraden vorgeben. Bis auf die zum
Mittelpunkt hinlaufenden Dreiecke erhalten wir
tiberall viereckige Maschen.

3. Die einzelnen viereckigen Maschen koénnen wir
sehr einfach in zwei Dreiecke unterteilen. Danach
entfernen wir aus dem Netz den Mittelpunkt und
alle Elemente, die mit ihm verkniipft sind und
erhalten so die Topologie fiir die nachfolgenden
Beispiele 1, 2 und 3.

Abb. 4.2.3 Dreiecksvermaschung



Beispiel 1

Den Punkten des innersten Ringes werden die ebenen Koordinaten des dufleren Ringes zugewiesen und
um 1lm gegeniiber dem Boden erhoht. Anschlieflend berechnen wir durch Vorgabe konstanter Kraft-
dichten die Gleichgewichtsfigur in einem linearen Rechenschritt. Dieser Vorgang wird nach unserer
Definition als Formfindung bezeichnet.

Abb. 4.2.4 Formfindungsmodell 1 Abb. 4.2.5 Minimalfliche 1

Von dieser Gleichgewichtsfigur ausgehend erhalten wir die erste gesuchte Minimalfliche in einigen
Iterationen. Wie wir aus der Tabelle 4.2.2 ersehen konnen, ist die Minimalfliche deutlich kleiner als
die Formfindungsfliche. Der Ring am Boden und am Deckel besteht aus einem Polygonzug, der aus
je 24 symmetrischen Teilen besteht.

Beispiel 2

Beim zweiten Beispiel ist der obere Ring 1.5m vom unteren Ring entfernt. Da der Radius r=1m ist und
der Winkel o = 15° betriigt, umschliefen die beiden Polygonziige eine Fliche von Fr = 2472 sina =
6.212m?.

Abb. 4.2.6 Formfindungsmodell 2 Abb. 4.2.7 Minimalfliche 2

Die Abweichung der berechneten Minimalfliche aus Tabelle 4.2.2 von der Sollfliche ist

AF = Fyin — Fr = 0.069m? =1.1%.



Beispiel 3

Ausgehend vom Bild 4.2.4 wurde beim dritten Beispiel der obere Rand um 90° gedreht und um 0.5m
in x- bzw. —1m in y- Richtung verschoben.

Abb. 4.2.8 Formfindungsmodell 3 Abb. 4.2.9 Minimalfliche 3

Bei gleichbleibender Topologie ergeben sich die Gleichgewichtsfiguren in Abb. 4.2.8 und Abb. 4.2.9. Zu
erkennen ist, dafl das Auge beim Formfindungsmodell deutlich kleiner ist als bei der Minimalfliche.

Beispiel 4

Das Beispiel 4 zeigt, wie nach der Randgenerierung die innere Fliche mit gleichseitigen Dreiecken
aufgefiillt wird. Die Vermaschung des Raums zwischen dem Rand, den die gleichseitigen Dreiecke
bilden, und dem Rand geschieht iiber die Delaunay-Triangulierung.
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Abb. 4.2.10 Randgenerierung Abb. 4.2.11 Dreiecksvermaschung

Wiederum erhalten wir nach Vorgabe des dreidimensionalen Randes und konstanter Kraftdichte das
Formfindungsmodell in einem linearen Rechenschritt

Abb. 4.2.12 Formfindungsmodell 4 Abb. 4.2.13 Minimalfliche 4

und konnen anschlielend die diskrete Minimalfliche iterativ bestimmen. Da die Rénder und die Topo-
logien der Minimalflichen gegeben sind, kann der hier verwendete Algorithmus sehr leicht mit anderen
Berechnungsmethoden, z.B. [12], verglichen werden. Der Algorithmus, der zur kleinsten Oberfliche
fithrt, ist der bessere.



4.3

Beispiele zu Seifenblasen

Fiir den Fall des Zusammentreffens fliissiger Membrane sind das Gesetz der kleinsten Fldchen und
seine wichtigsten Punkte und Folgesétze in Thompson [81] dargestellt. Damit kein MiBverstédndnis
zum bisherigen Sprachgebrauch in dieser Arbeit entsteht, wird das Wort Membran im Originaltext in
Anfiihrungszeichen gesetzt. Besser wire an diesen Stellen das Wort ,,Oberfliche® oder ,,Seifenhaut*.

1.

Es gilt ganz allgemein, dafl in jedem fliissigem System diinner Schichten in stabilem Gleichgewicht
die Summe der ,Membranflichen* ein Minimum ist.

Die Fliche einer jeden ,Membran® stellt unter ihren eigenen beschrinkten Bedingungen ein
Minimum dar.

Die mittlere Kriimmung jeder ,Membran® ist tiber die ganze Fldche hinweg konstant und betrdgt
Null, wenn die Drucke auf beiden Seiten gleich sind. In anderen Fdllen ist sie proportional zu
ihrer Differenz.

. Die ,Membrane®, die sich in irgendeiner Kante treffen, sind ihrer drei an der Zahl.

Die Kdmme oder Kanten, die sich in irgendeiner Ecke treffen, sind deren genau vier.

Die drei ,Membrane®, die in einem Kamm oder in einer Kante zusammentreffen, bilden gleich
grofse Winkel, und dasselbe trifft fiir die vier Kanten zu, die sich in einer Ecke treffen.

In Kapitel 3.3 wurde gezeigt, wie das Computermodell einer aus zwei Kammern bestehenden Seifen-
blase generiert wird. Deshalb beschréinken wir uns hier auf zwei Beispiele, in denen Seifenblasen mit
drei und vier Kammern vorgestellt werden. Die Eingabedaten sind aus Tabelle 4.3.1 ersichtlich.

Anzahl der Beispiel 5 | Beispiel 6
Punkte 742 455
Kammern 3 4
Membranelemente 1542 1000
Dreiecke 1842 1600
Unbekannten 2229 1369
Submatrizen 3952 2717
Speicherplitze in NGL-Matrix 27756 18208

=0.56% =0.97%

Tab. 4.3.1 Topologie der Flichen

Beispiel 5

Zur Modellierung der Seifenblase, die aus drei Kammern besteht, miissen wir neun Teilflichen, drei
duflere und sechs innere generieren. Durch Vorgabe des Randes (Abb. 4.3.1) und richtiges Zusam-
menfiigen der Teilflichen erhalten wir nach der Kraftdichtemethode die Gleichgewichtsfigur Abb.
4.3.2. in einem linearen Rechenschritt.

Abb. 4.3.1 Festhalten des Randes Abb. 4.3.2 Formfindungsmodell

Die Gleichgewichtsfigur Abb 4.3.3 entsteht, indem wir zusétzlich gleiche konstante Volumina in den
Kammern fordern. Dies ist auch der erste Test, ob die Dreiecke der Teilflichen richtig orientiert wurden.
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Abb. 4.3.3 Formfindungsmodell mit Abb. 4.3.4 Seifenblase mit drei gleich-
Innendruck groflen Kammern

Jetzt lassen wir alle 2226 Koordinaten frei, und der Berechnungsalgorithmus liefert ausgehend von den
Néherungswerten von Abb. 4.3.3 in wenigen Iterationen die Gleichgewichtsfigur Abb. 4.3.4, bei der
deutlich der Winkel von 120° zwischen den Kammern ersichtlich ist. Diese Gleichgewichtsfigur ensteht
also aus der Forderung nach minimaler Oberfliche bei konstanten Volumina in den Kammern, falls
die Topologie bekannt ist. Keine andere Figur besitzt unter diesen Bedingungen weniger Energie.

Abb. 4.3.5 Seifenblase mit drei verschiedenen Abb. 4.3.6 Ansicht
Kammern

Abb. 4.3.5 und Abb. 4.3.6 zeigen weitere Berechnungen von Seifenblasen mit unterschiedlichen Volu-

mina in den drei Kammern.



Beispiel 6

Beim sechsten Beispiel stellen wir uns eine Pyramide mit dreieckiger Grundfliche vor. Von den sechs
Kanten existieren sechs Flichen zum Schwerpunkt der Pyramide hin, so dal wir insgesamt zwolf innere
und vier duflere Teilflichen generieren miissen.

Abb. 4.3.7 Formfindungsmodell Abb. 4.3.8 Niherungslésung

Halten wir die vier Eckpunkte der Pyramide fest, ergibt sich das Formfindungsmodell Abb. 4.3.7. Wie
beim ersten Beispiel geben wir anschliefend gleiche konstante Volumina in den Kammern vor und
priifen nach, ob die Orientierung der Dreiecke in den Teilflichen stimmt.
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Abb. 4.3.9 Seifenblase mit vier Kammern Abb. 4.3.10 Hidden-line Darstellung

Aus der Forderung nach minimaler Oberfliche bei konstanten Volumina in den Kammern stellt sich
die Gleichgewichtsfigur in Abb. 4.3.9 ein, indem wir alle 1369 Koordinaten frei lassen. Bei Abb. 4.3.10
wurde der obere Teil der Seifenblase abgeschnitten, so dafl wir in das Innere blicken kénnen. Der
Winkel im Raum, den die ebenen Teilfliichen in der Mitte bilden, betrigt exakt 109°28" [81].



4.4 Beispiele zu Membrane

Membranen spielen in der Dacharchitektur zum Bau weitgespannter Flichentragwerke eine heraus-
ragende Rolle. Sie zeichnen sich dadurch aus, daf} sie keine Biegesteifigkeit besitzen, extrem massearm
sind und sich fiir mobile Bauten und grofle Spannweiten eignen. Haufig verwendet man zum Bau
solcher Konstruktionen textile Membranmaterialien, deren Verhalten unter Belastung durch zwei sich
kreuzende Vorzugsrichtungen, Kett- und Schuflrichtung, beschreibbar ist.

4.4.1 Grundlagen zur Membranberechnung

Die néchsten zwei Beispiele sollen die Leistungsfihigkeit des entwickelten Berechnungsalgorithmus
verdeutlichen. In Kapitel 2 wurde die Definition der Verzerrungen mit Hilfe der affinen Abbildung
durchgefiihrt, so dafl fiir die Gréfle der Verformung des einzelnen Dreiecks aus kinematischer Sicht
keinerlei Einschrankung besteht. Jedoch ist zu beachten, dafl zwischen den Spannungen und den Ver-
zerrungen ein lineares Materialgesetz angenommen wird, das nur bei kleinen Verzerrungen gilt. (vgl.
Kap. 2.4.1). Hier handelt es sich bei der statischen Berechnung vorgespannter Membrankonstruktionen
dennoch um ein nichtlineares Problem, da die Verzerrungen nichtlineare Funktionen der dreidimen-
sionalen Koordinaten sind.

Die Beispiele werden mit dem Membranelement vom Typ 2 berechnet, wobei der Kett- und Schufifaden
in den Dreiecken im unverformten Zustand rechtwinklig zueinander stehen. Die Proportionen zwischen
den Beispielen A und B stimmen iiberein, und die diinnen Striche geben die Gréfle der Membran im
unverformten Zustand wieder. Die Werte sind in einer fiir den Praktiker iibertriebenen Rechenschérfe
angegeben. Sie ermoglichen die Kontrolle der numerischen Ergebnisse durch die Handrechnung.

Beispiel 7

Gegeben ist eine rechteckige Membran, deren Breite 0.8m und deren Hohe 0.6m betrdgt. Da die
Verformungen nur in z- bzw. in y-Richtung stattfinden, geniigt die Diskretisierung der Membran
durch zwei Dreiecke.

S4y Sgy
Pos Pos
S3z
Yy
Py Py
S22z
Abb. 4.4.1 Kett- und Schufifaden Abb. 4.4.2 Unverformter Zustand

Beim siebten Beispiel verwenden wir isotropes Material. Mit der Querdehnzahl v = 0.3 und dem
Elastizititsmodul E4 = 910Nm ™! bzw. Eg = 9.1Nm~! lauten die Eingabewerte

E1111 Eoooo  Eiie 2F1212 | S20 832 83y Sy
[Nm~'] [V]

7 A | 1000.0 1000.0 300.0 1400.0 | 6.0 6.0 8.0 8.0
7B 10.0 10.0 3.0 140 | 6.0 6.0 8.0 8.0

Tab. 4.4.1 Eingabedaten fiir Beispiel 7



und wir erhalten mit den dufleren Lasten aus Tab. 4.4.1 folgende Verformungsfiguren

P
P
Yy Yy
X X
Abb. 4.4.3 Verformter Zustand 7 A Abb. 4.4.4 Verformter Zustand 7 B
Die numerischen Ergebnisse lauten mit den Restkréften r1, = ry, bzw. 11y = roy
€3 Y3 Cuu €vv Cuv Ouu Oyv Ouv Tz Ty

[m] [Nm~1] - [NV]
7 A | 0.81204 0.60903 | 0.0152 0.0152 0.0000 | 19.704 19.704 0.000 | -6.000 -8.000
7B | 1.34564 1.00923 | 0.9146 0.9146 0.0000 | 11.890 11.890 0.000 | -6.000 -8.000

Tab. 4.4.2 Ergebnisse von Beispiel 7

Eine kleine Handrechnung am Beispiel 7B verdeutlicht den Zusammenhang zwischen den ungedehnten

bzw. den gedehnten Lingen und den Verzerrungen (2.62) beim Kettfaden

215, x3—axf; 1.34564* — 0.8
2, 223, 208

Cuu —

= 0.9146 []

und den Zusammenhang zwischen den Verzerrungen und Spannungen (2.39)

Ouw = FE1111 €yu + E1122 €vv = 10Nm ™1 0.9146 + 3Nm 1 0.9146 = 11.890Nm~!.

Die anderen Werte berechnen sich analog. Zu betonen ist, dafl die Variante 7B aufgrund der grofien
Verzerrungen und des linearen Materialgesetzes kein sinnvolles mechanisches Modell darstellt.

Beispiel 8

Beim achten Beispiel betrachten wir wieder eine Membran, deren Breite 0.8m und deren Hohe 0.6m
betrégt, jedoch sind im Unterschied zu Beispiel 7 die Punkte P3 und Py in y-Richtung gelagert und
der Kett- und Schufifaden stehen im Winkel von 45° bzw. 135° zur z-Achse.

Pos o3

S3x

Y

Py Poz 5
X

T

Abb. 4.4.5 Kett- und Schufifaden Abb. 4.4.6 Unverformter Zustand



Das Besondere an diesem Beispiel ist, dafl nur die Schubsteifigkeit Ej512 verschieden von Null vorge-
geben ist. Somit lauten die Eingabedaten

Ei1111 E2222 Ei122 2E1212 | S22 83z S3y  S4y
(N1 A]

8 A 0.0 0.0 0.0 1000.0 |1 6.0 6.0 0.0 0.0

8B 0.0 0.0 0.0 100.0 | 6.0 6.0 0.0 0.0

Tab. 4.4.3 Eingabedaten fiir Beispiel 8

und wir erhalten mit den dufleren Lasten aus Tab. 4.4.3 folgende Verformungsfiguren

Py Py

y\_ y\_

X X
Abb. 4.4.7 Verformter Zustand 8 A Abb. 4.4.8 Verformter Zustand 8 B

Die Ergebnisse lauten mit den Restkréften 71, = 74, und 11y = roy = —r3y = —ryy
€3 Y3 €uu €vv €uv Ouu Owv Ouv Tlx 1y
—1
[m] [Nm~] [] [N]

8 A | 0.85763 0.60000 | 0.0373 0.0373 0.0373 | 0.000 0.000 37.313 | -6.000 7.463
8 B | 1.16021 0.60000 | 0.2758 0.2758 0.2758 | 0.000 0.000 27.581 | -6.000 5.516

Tab. 4.4.4 Ergebnisse von Beispiel 8

Berechnen wir die Schubspannung, die wie eine Zug- und Druckfeder wirkt, im unverformten Zustand

Ouo = 2(S25 + 832)/y03 = 2(6N +6N)/0.6m = 40Nm "

so ergeben sich beim Beispiel 8 B die Schubspannungen im verformten Zustand

B @ . 1 0.8m . —1
Oww = Our0 o 40.000Nm 116021m — 27.581Nm
und die Restkraft
03 0.8m
= — = 8.000N ————— = 5.516N
My = Sy 1.16021m

und wir sehen, daf} sie mit den numerischen Ergebnissen aus Tab 4.4.4 iibereinstimmen. Die anderen
Werte berechnen sich analog.

4.4.2 Methoden zur Membranberechnung

Welche Moglichkeiten das Programmsystem zur Formfindung und statischen Berechnung von Mem-
brankonstruktionen bietet, soll anhand der Freiflicheniiberdachung im Bereich der Cafeteria der PH-
Ludwigsburg verdeutlicht werden. Hierbei handelt es sich um eine Konstruktion aus fiinf parabelformi-
gen Holzleimbindern unterschiedlicher Hohe und Spannweite, die von einem gemeinsamen inneren



Punkt strahlenférmig auseinanderlaufen. In den fiinf Feldern ist eine Membrane sattelformig zwischen
die Bogen gespannt.

Zuerst geben wir die ebenen Koordinaten der Eckpunkte, den Radius der Rénder und die Anzahl
der Zwischenpunkte vor, und wir erhalten die Rénder der fiinf Teilflichen in diskreter Form (Abb.
4.4.13). AnschlieBend werden das Innere der Teilflichen mit der in y-Richtung gewiinschten Anzahl
von gleichseitigen Dreiecken gefiillt. Die Vermaschung des Raums zwischen dem Rand der Teilflichen
und dem Rand, der durch die gleichseitigen Dreiecke gebildet wird, erfolgt mit Hilfe der Delaunay-
Triangulierung (Abb. 4.4.14).
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Abb. 4.4.13 Randgenerierung Abb. 4.4.14 Dreiecksvermaschung

Halten wir den Rand fest und geben jeder inneren Kante eine konstante Kraftdichte, liefert die Kraft-
dichtemethode Dreiecke im Innern der Teilflichen, die eine regelméfligere Struktur, insbesondere am
Rand, aufweisen (Abb. 4.4.15). Danach fiigen wir die Teilflichen zusammen und definieren die Rich-
tung der Kett- und Schufifiden in den Dreiecken der jeweiligen Teilfliche gegeniiber der z-Achse
(Abb. 4.4.16). Des weiteren liegen nun die Informationen iiber die Teilverhéltniszahlen ¢, t,2 und
ty1, ty2 vor. Nach Vorgabe unserer Wunschspannungen o erhalten wir gleichzeitig die Werte fiir die
Kraftdichten nach (2.46).
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Abb. 4.4.15 Regelméifigere ebene Abb. 4.4.16 Kett- und Schufifiden
Dreiecke in den Dreiecken



Die bisherigen Operationen wurden ausschliefflich in der z,y-Ebene getétigt. Jetzt bendtigen wir
die dreidimensionalen Koordinaten der Festpunkte. Bei unserem Beispiel sind es die Eckpunkte des
Randes, der Mittelpunkt und die Punkte, die die Bogen reprisentieren. Zusétzlich mufl der Rand
durch ein Randseil modelliert werden. Die dafiir erforderlichen Kraftdichten entnehmen wir aus der
Seilnetzberechnung. Abb. 4.4.17 zeigt das Formfindungsmodell, das wir in einem linearen Rechenschritt
nach der Kraftdichtemethode erhalten. Die Regelméfligkeit der Spannungen im Kett- und Schufifaden
in Abb. 4.4.18 1483t ersehen, daf} die Kraftdichtemethode zu einer dreidimensionalen Gleichgewichtsfigur
fithrt, die einen weitgehend homogenen Spannungsverlauf aufweist.
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Abb. 4.4.17 Dreidimensionales Abb. 4.4.18 Spannungsbild des
Formfindungsmodell Formfindungsmodells
Entspricht dieses Formfindungsmodell der Vorstellung des Anwenders, findet die Materialisierung statt,
indem er die Steifigkeitswerte F1111, Fa292, F1120 und Fyo19 vorgibt. Kennen wir zusétzlich in jedem
Dreieck den Winkel ag zwischen Kett- und Schufifaden und ihre ungedehnten Léngen ly, und lg,,
konnen wir die statische Berechnung dieser Membrankonstruktion unter dufleren Lasten durchfiihren.
Als Ergebnis erhalten wir in einem iterativen Prozel die Koordinaten der Gleichgewichtsfigur, die
Spannungen in den Kett- und Schufifiden im verformten Zustand und die Restkréfte, die an den
Festpunkten angreifen. Abb. 4.4.19 zeigt z.B. den Spannungsverlauf der Membrane unter Schneelast.

Abb. 4.4.19 Spannungsbild unter Abb. 4.4.20 Verebnung der einzelnen
Schneelast Teilfldchen

Sind die Ergebnisse der statischen Berechnung und die Asthetik der Membrankonstruktion fiir den
Anwender zufriedenstellend, stellt sich die Frage nach der Form des Zuschnitts, d.h wie sehen die ein-
zelnen Streifen oder Teilfldchen aus, die i.a. nur in der Ebene gefertigt werden kénnen. Einen Vorschlag
fiir den Zuschnitt sehen wir in Abb. 4.4.20. Dort wurde die Gesamtfliche in ihre fiinf Teilflichen auf-
geteilt und diese Teilflichen wurden als Ganzes unter Anwendung der Ausgleichungsrechnung sowohl
lingen- als auch winkeltreu verebnet [4], [52]. In der Art eines iterativen Vorgangs kénnen wir in den
ebenen Zuschnittsflichen erneut die Richtungen der Kett- und Schufifiden gegeniiber der x-Achse vor-
geben und die Berechnungen wiederholen, bis das Computermodell die gewiinschten Anforderungen
erfiillt. Die Resultate dieses Beispiels beziehen sich auf die erste Iteration.



Das Programmsystem bietet die Moglichkeit, durch Variation des Randes bzw. der Zuschnittsfldchen,
der Lage des Kett- und Schufifadens, der Festpunktkoordinaten, der Steifigkeitswerte sowie der ge-
eigneten Wahl der Diskretisierung diejenige Flidche zu modellieren, die spéter als baubar gilt [37],
[83].

4.5 Beispiele zu Pneus

Bei den néchsten beiden Beispielen soll die Form eines Beutels modelliert werden [84]. Da wir luftun-
durchlissiges isotropes Membranmaterial voraussetzen, eignet sich fiir die Berechnung das Membran-
element vom Typ 1. Hier wird ebenfalls deutlich, welchen Einflu der Zuschnitt auf die Form des
Beutels besitzt.
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Abb. 4.5.1 Rechteckiger Zuschnitt Abb. 4.5.2 Trapezférmiger Zuschnitt

Die Gleichgewichtsfiguren ergeben sich, indem wir den oberen Rand festhalten und gleichzeitig die
Knoten durch Vorgabe eines geringen Innendrucks stabilisieren. In diesem Fall ist die Korrelate aus
Gleichungssystem (2.71) keine Unbekannte, sondern wir geben sie als konstanten Wert vor, d.h. bei
Anwendung des Algorithmus wird der Zuschlag Ak zu Null gesetzt. Der Beutel bildet keinen geschlos-
senen Korper, so dal wir den oberen Ring in die z = 0 Ebene transformieren miissen, damit wir das
richtige Volumen im Innern des Beutels berechnen.

Abb. 4.5.3 Gleichgewichtsfigur des Abb. 4.5.4 Gleichgewichtsfigur des
rechteckigen Zuschnitts trapezformigen Zuschnitts

Interessante Moglichkeiten bietet die statische Berechnung gekammerter Pneus. Wiederum generieren
wir zuerst die Réander und die Dreiecke im Innern der Teilflichen, die eine Kammer bestimmen. Indem
wir den oberen und unteren Rand festhalten, berechnen wir nach der Kraftdichtemethode die erste
Naherungslosung fiir eine Kammer. Anschliefend geben wir die Werte fiir die Materialeigenschaften
der Membrane vor, halten nur noch den unteren Rand fest und fordern konstantes Volumen in der
Kammer. In Abb. 4.5.7 sehen wir diesen Vorgang, und die Gleichgewichtsfigur aus der statischen
Berechnung zeigt uns, ob die richtige Orientierung der Dreicke vorliegt.



Abb. 4.5.5 Randgenerierung

Abb. 4.5.6 Netzgenerierung

Abb. 4.5.7 Ezr;f;iziung emer Abb. 4.5.8 Formfindungs- Abb. 4.5.9 Gekammerter
modell Pneu
Danach multiplizieren wir die Teilkérper und fiigen diese in geeigneter Weise zusammen. Wiederum
liefert die Kraftdichtemethode in einem linearen Rechenschritt die Ndherungslosung fiir die spéte-
re statische Berechnung (Abb. 4.5.8), indem wir zunéchst die Koordinaten der einzelnen Ringe der
Kammern festhalten In Abb. 4.5.9 sehen wir die Gleichgewichtsfigur, bei der nur der unterste Ring
festgehalten wird. Die Vorgabe der Volumina in den einzelen Kammern stabilisiert die gesamte Kon-
struktion. Zu beachten sind die Falten am rechten unteren Rand. Sie zeigen uns, dal wir den Zuschnitt

gilinstiger wihlen konnten.



4.6 Beispiele zur Gleichungslésung

Das Verfahren der konjugierten Gradiente hat sich in der Anwendung der Ausgleichungsrechnung zur
Losung nichtlinearer Probleme bestens bewéhrt. Die Nichtlinearitdt der hier behandelten Probleme
zeichnet sich dadurch aus, dafl die Verbesserungen sehr grof3 gegeniiber den Beobachtungen sein kénnen
und dafl die Naherungswerte oft weit von der gesuchten Losung entfernt liegen. Wie das Verfahren der
konjugierten Gradiente solche Anforderungen bewéltigt, verdeutlicht das nachfolgende Beispiel.

Beispiel 9
Die Eingabedaten fiir die Zuschnittsfliche in Abb. 4.6.1. entehmen wir aus Tab. 4.6.1.

Anzahl der Beispiel 9
Punkte 475
Kammern 1
Membranelemente 906

Dreiecke 906
Unbekannten 1426
Submatrizen 2331
Speicherplitze in NGL-Matrix | 16696 =0.82%

Tab. 4.6.1 Eingabedaten fiir Beispiel 9

Die Ausgangslage Abb. 4.6.2 erhalten wir in einem linearen Rechenschritt, indem wir die Kraftdichten
und konstante duflere Lasten in positiver z-Richtung vorgeben und den Rand festhalten. Aus Tab. 4.6.2
ist ersichtlich, da8 das Volumen unter dieser Gleichgewichtsfigur V (z) = 0.295m3 betrigt. Jetzt wihlen
wir in gewissermafen spielerischer Weise die Steifigkeitswerte E1111 = 1000Nm ™!, Fgg90 = 1200Nm 1,
Ei122 = 500Nm ™" und 2FE1212 = 30Nm ™! fiir jedes einzelne Dreieck und fordern ein Volumen von
Vi = 5.000m3 unter der Membrane. Die Variable irpnen bedeutet die Anzahl der inneren Iterationen,
die das Verfahren der konjugierte Gradiente zur Berechnung der Unbekannten bendstigt (vgl. Kapitel
3.1.1). Ferner ist mit Viy das Volumen, Fi die Fliche und p der Innendruck in jedem Iterationsschritt
angegeben.

‘ @ AuBen, ‘ i Innen ‘ Vi [m?] ‘ Fx [m?] ‘ p[Nm™2] ‘ Kp, [N] ‘ Kz [m)] ‘ Kq [Nm™1] ‘
1 0 0.298 3.24 1.0 | 0.17E402 | 0.00E4-00 | 0.00E+00
2 65 7.621 20.43 694.2 | 0.83E4-06 | 0.34E4-02 | 0.15E+05
3 69 5.063 12.59 1048.3 | 0.11E+06 | 0.14E+402 | 0.71E+05
4 66 5.998 14.10 3272.9 | 0.34E+05 | 0.81E+01 | 0.44E405
) 62 4.839 11.71 3755.7 | 0.75E+04 | 0.60E+01 | 0.71E405
6 61 5.015 11.91 5257.8 | 0.16E4-04 | 0.99E+400 | 0.41E+05
7 61 5.001 11.91 5424.6 | 0.31E4-03 | 0.42E4-00 | 0.14E+05
8 71 5.000 11.91 5439.2 | 0.27E402 | 0.67E-01 | 0.32E4-04
9 70 5.000 11.91 5440.0 | 0.56E4-00 | 0.36E-02 | 0.55E403

10 79 5.000 11.91 5440.0 | 0.98E-03 | 0.47E-04 | 0.42E+02

Tab. 4.6.2 Ergebnisse von Beispiel 9

Nach zehn &ufleren Iterationen (i4yugen) stellt sich die gesuchte Gleichgewichtsfigur mit hinreichender
Genauigkeit ein, d.h. die Variable 11,21 = h™h geht im Konvergenzbereich gegen Null und bestétigt die
durchgreifende Kontrolle (vgl. Anhang A.4). Die Kontrollvariablen 2 = Az’ Az und Ko = Aqg’ Aq
berechnen sich aus den Zuschlégen fiir die Unbekannten.



Die Abbildungen 4.6.3 bis 4.6.8 zeigen die Koordinaten des Netzes wihrend des iterativen Berech-
nungsablaufs bei Anwendung des Newton-Verfahrens.

Abb. 4.6.1 Zuschnittsflache Abb. 4.6.2 Ausgangslage

Abb. 4.6.3 1. Iteration Abb. 4.6.4 2. Iteration

Abb. 4.6.5 3. Iteration Abb. 4.6.6 4. Iteration

Abb. 4.6.7 5. Iteration Abb. 4.6.8 10. Iteration

Deutlich zu sehen ist, daf sich die Koordinaten des Netzes nach dem fiinften Iterationsschritt gegeniiber
der endgiiltigen Gleichgewichtsfigur kaum noch &ndern (vgl. Tab. 4.6.2).



4.7 Genauigkeitsabschitzungen und Diskretisierungsfehler

In Kapitel 3 wurde gezeigt, wie die Generierung einer Seifenblase, die aus zwei Kammern besteht,
erfolgt. Einfache geometrische und physikalischen Beziehungen, denen Seifenblasen zugrunde liegen,
werden hier aufgefiihrt. Sie eignen sich besonders zur Beurteilung der Ergebnisse, die mit den hier
beschriebenen Algorithmen erzielt werden.

Zwischen der Oberflichenspannung o, dem Innendruck p und dem Radius r gilt bei einer Kugel
folgende Beziehung

200 = pr {Nmfl} (4.9)

und wir erhalten fiir zwei Blasen die Verhéltnisse

P1 20 / T1 9
pr -2 . 4.10
> 20jr -] (4.10)
Die Scheidewand mufl wegen des Gleichgewichts einen Druck ps aufnehmen, der gleich der Differenz
der beiden Drucke ist

20 1 1 r1—T9

ps=— =20(— — —) =20(
r3 re 11 172

[Nm?). (4.11)

Es folgt daraus, daf} die Scheidewand gerade die Kriimmung aufweisen muf}, die zur Ausiibung dieses
Druckes notig ist

r1r2

ry = [m] . (4.12)

TL —T9

Die Scheidewand ist also ein Teil einer Kugeloberfliche [81]. Dies hat zur Folge, daff im Schnitt-
punkt der Trennwénde die Tangenten an die Trennwénde immer einen Winkel von 120° einnehmen,
unabhéngig von der Gréfle der Volumina in den Kammern. Wir kommen nun zu zwei numerischen

Beispielen, bei denen wir die grobe und feine Diskretisierung der Seifenblase einer CAD-Konstruktion
gegeniiberstellen.
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Abb. 4.7.1 Grobe Diskretisierung Abb. 4.7.2 Feine Diskretisierung Abb. 4.7.3 CAD-Konstruktion



Die einzelnen Eingabedaten fiir die grobe (Beispiel 10) und die feine Diskretisierung (Beispiel 11)
sind aus Tab. 4.6.1 ersichtlich

Anzahl der ‘ Beispiel 10 | Beispiel 11 ‘
Punkte 252 900
Kammern 2 2
Membranelemente 522 1818
Dreiecke 696 2424
Unbekannten 758 2702
Submatrizen 1377 4833
Speicherplitze in NGL-Matrix 9509 33485
=1.65% =0.46%

Tab. 4.6.1 Eingabedaten der beiden Seifenblasen

und wir erhalten mit den vorgestellten Algorithmen folgenden Ergebnisse, wobei wir die Radien iiber
die Formel r = 2/p berechnen konnen, da bei Seifenblasen die Oberflichenspannung o = 1Nm ™! ist.

‘ Beispiel ‘ \%4 [m?’] ‘ D [Nmfﬂ ‘ T [m] ‘
10 | V43 =2.0000 | p1 = 2.4930 | r1 = 0.8022
V5 =1.0000 | po = 2.9706 | ro = 0.6733
p3 = 0.4776 | r3 = 4.1877
11 | V43, =2.0000 | p1 = 2.4763 | r1 = 0.8077
V5 =1.0000 | po = 2.9676 | ro = 0.6740
p3 = 0.4913 | r3 = 4.0710

Aus den Gleichgewichtsfiguren Abb. 4.7.1 und Abb. 4.7.2 extrahieren wir jeweils die drei Trennwénde

Tab. 4.6.2 Ergebnisse der beiden Seifenblasen

und berechnen mit dieser Fehlergleichung

0+wv; = \/(:13Z —zm)? + (Y — Ym)? + (28 — 2m)?

— Tm

[m]

die jeweiligen vier Unbekannten x,,,Ym, 2m und r,, der ausgleichenden Kugeln nach der Methode der
kleinsten Quadrate. Die Abweichung Ar = r,,, — r zeigt die Genauigkeit der Ergebnisse

‘ Beispiel ‘ Ty [M] ‘ Ym [m] ‘ Zm [m)] ‘ T'm [m)] H Ar [m] ‘ Ar/r %] ‘

10 | 0.0000 | 0.0000 | 0.5043 | 0.8291 || 0.0268 3.3
0.0000 | 0.0000 | -0.2474 | 0.6875 || 0.0142 2.1
0.0000 | 0.0000 | -4.1688 | 4.2042 || 0.0142 0.4

11 | 0.0000 | 0.0000 | 0.5086 | 0.8172 || 0.0095 1.2
0.0000 | 0.0000 | -0.2393 | 0.6787 || 0.0048 0.7
0.0000 | 0.0000 | -4.0414 | 4.0878 || 0.0167 0.4

Tab. 4.6.3 Werte der ausgleichenden Kugeln



Mit den beiden Radien r; und 79 und dem Abstand der Kugelmittelpunkte d = z; — 2o kénnen wir
mit Hilfe des Kosinussatzes den gesuchten Winkel

r%—l—r%—dQ

e ] (4.14)

v = arccos(

berechnen. Vergleichen wir die Ergebnisse mit dem Sollwert v = 60°,

\ Beispiel \ 7] \ Ay [°] \ Ay /v [%] \
10 | 58.54 | 1.46 2.4
11 | 59.82 | 0.18 0.3

Tab. 4.6.4 Abweichung vom Sollwert

stellen wir fest, da8 die Abweichung 2.4% bzw. 0.3% betrigt [34], [33].



Kapitel 5

Analogiebetrachtungen

Im fiinften Kapitel geht es um die Einordnung und Gegeniiberstellung dieser Arbeit in bereits be-
kannte Berechnungsmethoden. Deshalb werden anschlieBend Analogien zur Seilnetzberechnung, zur
Modellierung der Materialeigenschaft, zur Ausgleichungsrechnung und zur Methode der finiten Ele-
mente (FEM) aufgezeigt. Einige Interpretationen und Schlufifolgerungen fithren zu Ergebnissen, die
es zu diskutieren gilt.

5.1 Vergleich zwischen der Seilnetz- und der Membranberechnung

Der traditionelle Zugang zum zweidimensionalen Spannungs-Dehnungszustand bei vorgespannten
Membrankonstruktionen erschlieit sich i.a. aus der Seilnetzberechnung. Eine Einfiihrung erhilt man
z.B. beim Besuch der Vorlesung , Analytische Formfindung leichter Flichentragwerke“ an der Univer-
sitdt Stuttgart. Die wesentlichen Begriffe lassen sich problemlos vom eindimensionalen Seil- auf das
zweidimensionale Membranelement, hier vom Typ 1, iibertragen [10], [50], [54], [57], [67].

Seil Membrane

(eindimensional)) (zweidimensional)

L, 1o [m] gedehnte und ungedehnte Lange [, 1, [m)]

e=(l—1o)/lo [—] Dehnung - ‘Verzerrung e=T""(LlL — Lyl,)/2 [-]

o = Fe [Nm™2] Span‘nung o= Me [Nm™!]
= (A/l)o [Nm™1] Kraftdichte g=T TFro [Nm™!]

s =CTug [N] Kr‘aft s=CTUq [N]

An dieser Stelle ist anzumerken, dafl die Spannungen sowohl bei Membranen als auch bei Seilen im Sin-
ne des Hookeschen Gesetzes lineare Funktionen der Verzerrungen sind. Diese sind jedoch nichtlineare
Funktionen der ungedehnten Lingen und der Knotenkoordinaten. Die statische Berechnung vorge-
spannter Membrankonstruktionen erfordert eine moglichst exakte Kenntnis der ungedehnten Lingen
bzw. des Zuschnitts [42]. Fehlertheoretische Betrachtungen bestéitigen die gewonnenen Erfahrungen
mit dem Programmsystem.

Die dargestellte Definition der Kraftdichten fiir das Dreieckselement fand schon in der Diplomarbeit
des Autors statt. Da der Flacheninhalt und die Transformationsmatrix wiahrend der Berechnung kon-
stant bleiben, sind die Kraftdichten beim Membranelement proportional zu den Spannungen, was sich
positiv auf den linearen Formfindungsprozef3 auswirkt und sich somit von der Kraftdichtedefinition in
der Seilnetzberechnung unterscheidet. Dies entspricht eher der Vorgehensweise des Ingenieurs als die
urspriingliche, ebenfalls giiltige Definition: Kraftdichte gleich Kraft durch gedehnte Lénge.

Generell sei hier noch einmal erwdhnt, dal die Kraftdichte aus der Sicht des Mathematikers oder
Informatikers auch als simpler Rechentrick gedeutet werden kann. Die Kraftdichte ist das Attribut
einer Kante, wirkt sich auf die ein-, zwei- oder dreidimensionalen Koordinatendifferenzen zweier Punkte
aus und muf} zunéichst keine physikalische Bedeutung, keine Einheit und kein bestimmtes Vorzeichen
besitzen. Aufgabe wird es sein, in allen netztypischen Strukturen nach Aufstellen des Potentials,
Herleiten der Ausgangsgleichungen und Trennung der netztopologischen Komponenten die Funktion
der Kraftdichte zu interpretieren.



5.2 Ubergang von der Membrane zur Seifenhaut bzw. Minimalfliche

Die Seifenhaut besitzt ihrer Definition nach ein isotropes Materialverhalten. Da es ebenfalls Membra-
nen mit dieser Eigenschaft gibt, stellt sich die Frage, ob es mdglich ist, mit dem Membranansatz eine
Seifenhaut zu berechnen. Dazu vergleichen wir fiir ein Dreieck das Potential der Seifenhaut, das in
quadratischer Form wie folgt lautet

n n
g
Oain = Y 0Fp; = Y (I'L My, Ll ); — min [Nm)]. (5.1)
i=1 i= \T"’ 16Fa TM
yMin PMzn A

mit dem Potential des Membranelements vom Typ 1

n
Fa
HMem = Z(ﬁTTMMemﬁ)i
=1
n
r Lo pfa -y ;
= > ((Ll- L))" -T77—= Myem T = (LL— Lol,)); — min [Nm] (5.2)
=1 ~—_———— 2 2 2 T,_/
Vrrem PMem —Mem

und dem bekannten Potential aus der Ausgleichungsrechnung II = v” Pv. Aus der Forderung, daf
Hprin = Uasem und v, = Yasem ist, erkennen wir sofort, dafl bei der Minimalfldche die ungedehnten
Langen [, fehlen, d.h. es liegt kein Zuschnitt vor. Dies entspricht den Erfahrungen aus dem Experi-
ment, denn die Minimalfliche nimmt sich gerade soviel Seifenlauge, wie sie zur Stabilisierung ihrer
Gleichgewichtsfigur benétigt. Jetzt vergleichen wir die beiden Gewichte

PMin = PMem (53)

F
My = T T2M T A4
16FA Min 3 Mem (5 )

Nach dem Beweis aus Anhang B.3 ergibt sich unabhingig von der Lage des Dreiecks im lokalen
Koordinatensystem folgende Matrix fiir das Membranmaterial

0 1 0
Misen = 5o T"Mirin T = 4o 0 0 [Nm1]. (5.5)
o sym. —1

Sonderbar erscheint auch das Fehlen der Dehnsteifigkeiten auf der Hauptdiagonalen der Matrix Mysem,.
Die physikalische Bedeutung dieses Sachverhalts gilt es zu diskutieren. Betrachten wir nun den Kréfte-
verlauf bzw. den Kraftdichteverlauf der Gleichgewichtsfiguren der Membrane und der Minimalfléche.
Falls diese identisch sind, folgt

[N~ (5.6)

ng gMem

T Myin Il = T FA Myen €. (5.7)
8F A

Mit M, = 2F% JoT~* M,,;, T~T ergeben sich die Dehnungen zu

= T Myt TT My LL =

1
8F2

1
;T L= DL L -] (5.8)

I



Da bei Seifenhduten die ungedehnten Léngen nicht bekannt sind, kénnen wir die Transformationsma-
trix T' = L?D aus den gedehnten Léngen bestimmen. Wir erhalten fiir den Spannungsvektor

o = Myen iD*l e [Nm’l} (5.9)

oder mit den Kenntnissen aus (2.9) ausfiihrlich

Oun 0 1 1
oo | =0 0 of|]1]=0]1 [Nm~Y]. (5.10)
Ouv sym. -1 0 0

Da 0yy = 0y = INm ™! und oy, = ONm ™! ist, gibt es keine ausgezeichneten Hauptspannungen (4.8)
und der Drehwinkel aus (4.7) ergibt sich nicht eindeutig. Dies entspricht unseren Erfahrungen, denn
die Forderung nach minimaler Oberfliche hat Spannungsgleichheit in jedem Punkt zur Folge (vgl.
Kapitel 4.2).

Der Beweis wurde ebenfalls programmtechnisch nachvollzogen. Es ist tatséchlich moglich, mit dem
Membranelement vom Typ 1 und Typ 2 Minimalflichen zu berechnen. Bedingung hierfiir ist das
Weglassen der ungedehnten Lingen und das Einfiihren des Membranmaterials aus (5.5). Der Flidchen-
inhalt Fa des Dreiecks bleibt dabei nicht konstant und muf} in jeder Iteration neu berechnet werden.
Die Ergebnisse sind vollkommen identisch, sowohl in ihrer Geometrie als auch in ihrem Kréfteverlauf.

5.3 Die Ausgleichungsrechnung in der Elastomechanik

Strategien zur Lisung von Problemen mit Hilfe der Ausgleichungsrechnung befinden sich im Anhang
A und setzen die Kenntnis der Standardwerke [5], [19], [22], [36], [85], den Verdffentlichungen [43],
[45], [46]), [47], [48], [51], [54], [69], [70] und der Skripte [49], [68] voraus. Da es sich im Anhang A.4
nur um eine Art Formelsammlung handelt, sollen hier einige besondere Eigenschaften dieser Methode
genannt werden, und weshalb sie sich fiir Probleme aus der Elastomechanik eignet.

Die Ausgleichungsrechnung ist ein Optimierungsverfahren, die diejenige Lésung anstrebt, in der
das Potential minimal wird und (fehlerbehaftete) Beobachtungen vertriglich gemacht werden.

Die Losung besitzt die Eigenschaft, dafl sich die Verbesserungen der Beobachtungen, die sich auf
eine Unbekannte beziehen, aufsummiert zu Null ergeben, da AT Pv = o gilt.

Die Methode zeichnet sich dadurch aus, dal die Grofle der Verbesserung unabhéngig von der
Grofle der Beobachtung sein kann. In dieser Arbeit sind die Werte fiir die Beobachtungen oft
Null und alle Verbesserungen besitzen ein positves Vorzeichen.

Liegt das mathematische Modell vor, ergeben sich die Verbesserungen der Beobachtungen bei
der Ausgleichung nach vermittelnden Beobachtungen immer gleich, unabhéngig von der Wahl
des Bezugssystems der Unbekannten. Deshalb spielen Starrkérperverschiebungen keine Rolle.

Bei nichtlinearen Ansétzen besteht das Problem entweder in der Beschaffung von geeigneten
Naherungswerten oder in der Suche nach linearen Ersatzmodellen.

Wie schon friiher, bei der Gegeniiberstellung von geodétischen Streckennetzen und statischen Fach-
werken, kdnnen jetzt mit den aus Kapitel 5.1 und 5.2 gewonnenen Erkenntnissen Analogien zwischen
der nichtlinearen Ausgleichungsrechnung und der Elastomechanik aufgezeigt werden.



Ausgleichungsrechnung Elastomechanik

Korrelierte Beobachtungen I, = o Seifenhaut kein Zuschnitt I, = o

Gewichte P # const Steifigkeitsmatrix &ndert sich

Unkorrelierte Beobachtungen [, = 0 Formfindung kein Zuschnitt I, = o

Gewichte P = const Vorgabe konstanter Kraftdichten g

Korrelierte Beobachtungen I, > o Membrane Zuschnitt vorhanden I, > o

Gewichte P = const (isotrop) Zwei Parameter E und v definieren die
Typ 1 und Typ 2 Steifigkeitsmatrix

Korrelierte Beobachtungen I, > o Membrane Zuschnitt vorhanden I, > o

Gewichte P = const (orthotrop) Vier Parameter E1111, Fa229, F1120 und
Typ 1 und Typ 2 F1212 bestimmen das Materialgesetz

Unkorrelierte Beobachtungen [, > 0 Membrane Zuschnitt vorhanden I, > o

Gewichte P = const (seilnetzartig) Zwei Parameter EFy1;; und FEa999 be-
Typ 1 und Typ2 stimmen das Materialgesetz

Die unterstrichenen Typen sollen einen Hinweis darauf geben, welcher Typ Membranelement sich zur
jeweiligen Berechnung am besten eignet.

Die Analogiebetrachtungen wirken sich wie folgt auf die Ausgleichungsrechnung aus. Gelten bei der
Ausgleichung nach vermittelnden Beobachtungen Bedingungen zwischen den Unbekannten, z.B. bei
der freien Netzausgleichung, so fanden die benéttigten Korrelaten i.a. bisher keine Beachtung und wur-
den nur als Hilfmittel beniitzt, um die gewlinschte Losung zu erhalten. Wie in Kapitel 2 und 4 gezeigt
wurde, besitzt die Korrelate in der Berechnung von Seifenblasen und Pneus die geometrische Eigen-
schaft der Kriimmung und die physikalische Wirkung des Innendrucks. Ebenfalls unberiicksichtigt
blieben bisher die Restkrifte, die z.B. bei der Netzausgleichung an den Festpunkten entstehen.

5.4 Die Methode der finiten Elemente im Vergleich

Die bisherigen Ausfithrungen zeigen Parallelen auf, die sich in der erfolgreichen Anwendung der Me-
thode der finiten Elemente (FEM) in den Ingenieurwissenschaften wiederspiegeln [1], [32], [39], [41],
[75]. In wieweit eine Einordnung zu der FEM vorliegt, bleibt jedem nach dem Lesen der nachfolgenden
Zeilen vorbehalten. Die wesentlichen Merkmale der Verfahren werden anschlieflend dargestellt, wobei
Formulierungen aus dem Standardwerk von Zienkiewicz iiber FEM zitiert werden [86].

Ubereinstimmungen beider Methoden

1. Beides sind allgemeine Diskretisierungsverfahren fiir Kontinuumsprobleme.

2. Das Kontiniuum wird in eine endliche Anzahl von Teilen (Elementen) zerlegt, deren Verhalten
durch eine endliche Anzahl von Parametern gekennzeichnet ist.

3. Die Elemente bestehen aus Eckpunkten (Knoten) und Verbindungen (Kanten).

4. Die Losung fiir das Gesamtsystem als strukturelle Vereinigung seiner Elemente folgt genau den
gleichen Regeln, wie sie auch fiir Probleme diskreten Charakters gelten.



Besondere Eigenschaften der hier vorgestellten Methode

1. Das Netz steht im Mittelpunkt unserer Betrachtungsweise. Mit Hilfe von Netzen, die aus Drei-
ecken bestehen, kénnen wir Oberflichen in diskreter Form beschreiben.

2. Zur Formulierung des Potentials und zur Lésung des Gleichungssystems werden Verfahren aus
der nichtlinearen Ausgleichungsrechnung verwendet. Grundlage hierfiir ist die Methode der
kleinsten Quadrate.

3. Der vorgestellte Ansatz beginnt beim Zuschnitt, der urspriinglichen Einbauldnge des unver-
formten Dreiecks.

4. Die Abbildung des Dreiecks vom unverformten Zustand in den verformten Zustand wird
geometrisch exakt mit Hilfe der affinen Abbildung beschrieben. Jeder Punkt des Netzes wird
genau auf einen Punkt abgebildet. Die Kanten sind geradlinig und werden auf geradlinige Kanten
abgebildet.

5. Die am Dreieck angreifenden Krifte sind Ursache fiir die Verzerrung. Der unverformte und ver-
formte Zustand des Elements legen eindeutig die Abbildungsgleichungen fest. Deshalb kann die
Verzerrung eines Dreiecks nicht nur infinitesimal klein sondern beliebig grof3 sein.

6. Nach Festlegen der Materialeigenschaften bleibt die Steifigkeitsmatrix wihrend der Berechnung
konstant. Obwohl die Verzerrungen grofl sein konnen, besteht zwischen dem Spannungs- und
Verzerrungsvektor in dieser Betrachtungsweise ein linearer Zusammenhang.

7. Die Definition der Kraftdichte als Attribut der Kante ermoglicht die Formfindung in einem
linearen Rechenschritt und gewé&hrleistet eine gute Konvergenz der nichtlinearen statischen Be-
rechnung.

8. Die Unbekannten zur Losung der Gleichgewichtsfigur sind die globalen Knotenkoordinaten des
Netzes und beispielsweise nicht die lokalen Verschiebungen der einzelnen Elementknoten.

9. Die Ansitze sind invariant gegeniiber einer Translation und Rotation des kartesischen Ko-
ordinatensystems. Es treten keine zusitzlichen Krifte durch Starrkérperbewegungen
auf.

Die Punkte 4, 5 und 6 sind in sich konsistent. Aufler Betracht bleibt hier, ob es tatséichlich Materialien
gibt, die durch diesen linearen Zusammenhang beschrieben werden koénnen.

Die Entscheidung zur Einordnung der in dieser Arbeit vorgestellten Methode soll durch einige Bemer-
kungen erleichtert werden.

Die Idee, die Unterteilung der Erdoberfliche zur Beschreibung der Geometrie in Streifen entlang der
Meridiane und anschlieBend in Dreiecke fand Ende des 17. Jahrunderts in Europa statt. Ist dieses
Vorgehen mit der FEM vergleichbar?

Das Abbilden von Flichen im Raum auf Flichen im Raum oder in der Ebene gehort zu den traditio-
nellen Tatigkeiten des Geometers. Die Verzerrungen sind abhéngig von der Abbildungsvorschrift und
konnen sehr grofl sein. Anstatt der Abbildungsvorschrift sind in dieser Arbeit Krifte fiir die Verzer-
rungen verantwortlich. Nachdem die Analogien vollzogen wurden, konnen beide Abbildungsvorginge
ineinander iiberfiihrt werden.

Die Verwendung der Kraftdichtemethode zur Erzeugung von Formfindungsmodellen, die keine beliebi-
ge geometrischen Konstruktionen, sondern Gleichgewichtsfiguren darstellen, zur statischen Berechnung
vorgespannter Konstruktionen oder auch zur Generierung regelméfligerer Topologien bei ebener oder
rdumlicher Vermaschung, findet in der Standardliteratur der FEM bisher keine Beachtung.



Kapitel 6

Schlubemerkungen

Diese Arbeit beinhaltet Methoden, mit denen Minimalflichen, Seifenhiute, Seifenblasen, Membra-
ne und Pneus berechnet werden koénnen. Umfassende mathematische Herleitungen verdeutlichen
die geometrischen und physikalischen Zusammenhéinge zwischen den unverformten- und verformten
Zustdnden der Flidchen. Die wesentlichen Merkmale sind:

Die genannten Flichen werden durch Dreiecksnetze beschrieben. Verformen sich diese Flichen, so
bildet sich jedes einzelne Dreieck nach den Gesetzen der affinen Abbildung wieder auf ein Dreieck ab,
ohne dafl Toplogieinderungen des Netzes auftreten diirfen. Verantwortlich fiir die Abbildungsvorschrift
ist die Tatsache, dafl die gesuchte Figur sich im Gleichgewicht befinden soll. Dabei spielt die Grofle
der Verformung keine Rolle.

Die Formulierung der Heron’schen Formel zur Flidchenberechnung des Dreiecks als quadratische Form
in Matrizenschreibweise erweist sich als duflert hilfreich fiir die mathematische Beschreibung von
Minimalflichen. Das Herleiten der Formeln fiir die Gleichgewichtsfigur und die Darstellung des Krifte-
verlaufs innerhalb eines Dreiecks vereinfacht sich enorm. Ebenso sind durch diese Formulierung Ana-
logiebetrachtungen zwischen Membranen aus isotropem Material und Minimalflichen durchfithrbar
geworden.

Entscheidend fiir die Membranberechnung ist die Einfithrung der ungedehnten Léngen als invariante
Groflen, die das Dreieck im unverformten Zustand beschreiben und die Definition dreier Kraftdichten.
Diese ermoglichen die Berechnung des Formfindungsmodells und tragen zur Konvergenz der nicht-
linearen statischen Berechnung unter Lasten bei. Die Beziehungen zwischen den Spannungen und
Verzerrungen erfolgt fiir orthotropes Material durch das verallgemeinerte zweidimensionale Hookesche
Gesetz.

Bei Seifenblasen und Pneus handelt es sich um Dreiecksnetze, die einen oder mehrere Kérper um-
schlieBen. Als weitere formgebende Merkmale finden wir dort den Innendruck und das Volumen. Es
konnte gezeigt werden, dafl der Innendruck der Korrelate entspricht, die wir zur Einhaltung der Volu-
menbedingungsgleichung benétigen.

Allen angefiihrten Computermodellen liegt die Anwendung der nichtlinearen Ausgleichungsrechnung
auf netzartige Strukturen zugrunde. Neue effiziente Algorithmen aus dem Bereich der numerischen
Mathematik und der Datenverarbeitung wurden entwickelt. Die Vorteile der beschriebenen Methoden
werden durch zahlreiche Beispiele belegt.



Anhang A

Die Ausgleichungsrechnung

Die Methode der kleinsten Quadrate wurde zu Beginn des 19. Jahrhunderts ungefiahr gleichzeitig von
Carl Friedrich Gaul und A.M. Legendre gefunden. Jahrzehntelange praktische Erfahrungen und theo-
retische Untersuchungen fithren zu der Uberzeugung, daB die Ausgleichungsrechnung sich besonders
zur Beschreibung von Vorgéngen in Natur und Technik eignet. Schon (1870) schrieb C.F. Gaufl (Werke
V, Seite 28)

> Fs ist sehr merkwiirdig, dass die freien Bewegungen, wenn sie mit den nothwendigen Bedingungen
nicht bestehen kénnen, von der Natur gerade auf dieselbe Art modificirt werden, wie der rechnende
Mathematiker, nach der Methode der Kleinsten Quadrate, Erfahrungen ausgleicht, die sich auf unter
einander durch nothwendige Abhdngigkeit verkniipfte Griossen beziehen. Diese Analogie liesse sich noch
weiter verfolgen, was jedoch gegenwdrtig nicht zu meiner Absicht gehort. <

Generell mufl die Anzahl der Beobachtungen groer oder gleich der Anzahl der Unbekannten sein. Ist
dies nicht der Fall, kénnen weitere Bedingungsgleichungen eindeutig eine Losung festlegen. Zusétz-
lich fordern wir, dafl die Unbekannten durch das mathematische Modell bestimmbar sein miissen.
Singuldre Systeme werden hier nicht untersucht. Das Newton-Verfahren benétigt bei nichtlinearen
Problemen Ndherungswerte, um eine Losung finden zu kénnen. Der Betrag und die Genauigkeit der
Né&herungswerte sind uninteressant, sofern das System zu den gewiinschten Nullstellen konvergiert.

Da keine zusammenhéngende und richtige Darstellung der nichtlinearen Ausgleichungsrechnung be-
kannt ist, werden anschlieend die wichtigsten Herleitungen der Losungsstrategien in einer Art Formel-
sammlung aufgefiihrt. Voraussetzung fiir das Verstdndnis der Schluifolgerungen ist die Kenntniss iiber
die Standardwerke der Ausgleichungsrechnung.

A.1 Die allgemeine nichtlineare Ausgleichungsrechnung

Als Grundlage fiir die allgemeine nichtlineare Ausgleichungsrechnung definieren wir folgende Vektoren,
wobei die kleinen Buchstaben n die Anzahl der Beobachtungen, h die Anzahl der Unbekannten, r die
Anzahl der Bedingungsgleichungen zwischen den Beobachtungen und u die Anzahl der Bedingungs-
gleichungen zwischen den Unbekannten bedeuten.

geg.: LbT(Ln) = [l1,lay ..., 1] Vektor der Beobachtungen
§?( ) = [s11, 812, .. .,817] Sollwerte fiir die ersten Bedingungsgleichungen
So(0) [S21, 822, ...,82,] Sollwerte fiir die zweiten Bedingungsgleichungen
P, n) Gewichtsmatrix der Beobachtungen
ges.: yan) [v1,v2, ..., U] Vektor der Verbesserungen
@a = [z1, T2, ..., 2p] Vektor der Unbekannten
Ef(u) = [k11,k12,...,k1,] Erster Korrelatenvektor
EzT( L) = [k21, k22, ... koy]  Zweiter Korrelatenvektor
kT [k31, k32, ..., ks,] Dritter Korrelatenvektor



Zwischen den Beobachtungen, den Verbesserungen und zwischen den Unbekannten gelten jeweils
Bedingungsgleichungen

9., +v) —s, o (A1)
g:(z) —s, = o (A.2)
L+v—-f(z) = o (A.3)

Das erweiterte Potential lautet mit den Verénderlichen z, v, k,, k,, E3

(z,v,k,, ks k) = v Py — 2{@{ kT Eg] g.(z) — s, —stat,  (A.4)

I, +v— f(z)
wobei k,, k,, k, Lagrange-Parameter sind. Da die Bedingungsgleichungen (A.1), (A.2) und (A.3) im
Konvergenzpunkt erfiillt sein miissen, konnen wir das Potential ebenfalls schreiben
® = vTPuv — stat. (A.5)
unter den Nebenbedingungen (A.1), (A.2) (A.3). Die Ableitungen der Funktionen g, nach den Ver-

besserungen v ergibt die Jakobi-Matrix BIT, die Ableitungen der Funktionen f und g, nach den
Unbekannten x die Jakobi-Matrix A bzw. B;-,F

99, +v) 9g.(z) of (z)
T _ b . T _ . _
irn) Ov ) Bz(u,h) - ox ) A(n,h) = o . (A6)
Nach den Verdnderlichen abgeleitet und transponiert erhalten wir die Ausgangsgleichungen

g% = h1(£a v, Eu Eza E3) = —BQEQ =+ ATES =0

0 —  ha(z,vk, ki, k) = Po- Bk, -k, =o

gz = h3(§727k17&2,k3) = _(gl(Lb+Q) —§1) =0 (A?)

065; = h4(£7 v, Elv Ez,&:})) = —(g2(§) — §2) = 0

%(I; = h5(§727£17ﬁ25&3) = _(Lb'FQ—f(Q)) = 0
die z.B. nach dem Newton-Verfahren gelost werden kénnen

of(z,
f@) = sa)+ L2 ac < o (A9

Die Unbekannten & ergeben sich in einem iterativen Prozef, wobei wir mit den N&herungswerten x,
starten und die Zuschlige Ax berechnen

]_1 f(@,). (A.9)

Mit den Ableitungen, wobei




und H2(n,n) =P —

9B,k

ov
or Ov Ok, Ok, Ok,
oh, | H, o 0 -B, AT
Oh,| o H, -B, o -E (A.10)
oh,| o -BT o o o '
oh, | -BI o o o
oh,| A —-F o o
erhalten wir folgendes Gleichungssystem
[ Hl 0o 0o _B2 AT 17 ﬂ | B2E20 - ATE:.SQ
0 H, —B, (0] —FE Av _PQO + Blklo + Ego
o -BT o o Ak, | = g.(l, +v,) — s, (A.11)
-B’ o o o Ak, 9ga(,) — 8,
| A -E o o o | | Ak, | L L+, fz)

Zur Losung dieses Gleichungssystems eignen sich besonders Hyper-Sparse-Algorithmen.

A.2 Die Ausgleichung nach vermittelnden Beobachtungen

Bei der Ausgleichung nach vermittelnden Beobachtungen gibt es keine Bedingungsgleichungen (A.1)
zwischen den Beobachtungen und keine Bedingungsgleichungen (A.2) zwischen den Unbekannten. Die
zu minimierende Funktion lautet mit den Verédnderlichen x, v, k3

vIPv — 2E3T Iy +v— f(x)) — stat. (A.12)

Streichen wir die dritte und vierte Zeile bzw. Spalte des Gleichungssystems (A.11) erhalten wir mit
B, =B, =0,H, = 8ATE3 /0x und H, = P folgendes Gleichungssystem

H, o AT Az _ATklo
o P —-FE Av | = —(Pv, — k,,) (A.13)
A -E o Ak, L+ v, — f(z,)
Multiplizieren wir die zweite Zeile mit A7 von links und addieren sie zur ersten Zeile,
H, AP || A —-ATP
ST Lo (A.14)
A -E || Av L+ v, — f(z,)

werden die Unbekannte Mg eliminiert. Anschlieend multiplizieren wir die zweite Zeile mit ATP und
addieren sie zur ersten Zeile und es ergeben sich die zu l6senden Gleichungen

(A"PA+ H,) Az = ATP(l, — f(z,))- (A.15)



Zur durchgreifenden Kontrolle des Ausgleichungsergebnisses setzen wir die berechneten Unbekannten
x, die Korrelaten k, und die Verbesserungen v in die Ausgangsgleichungen

ATk, =0
Py—k,=0 ¢ = ATP(f(z)-1) = o (A.16)
——
L+v—f(z)=0 v

und priifen nach, ob diese erfiillt sind.

A.3 Die Ausgleichung nach bedingten Beobachtungen

Bei der Ausgleichung nach bedingten Beobachtungen gibt es keine Unbekannten x, so dafi die Bedin-
gungsgleichungen (A.2) und (A.3) wegfallen. Die zu minimierende Funktion lautet mit den Veréinder-
lichen v, k,

®(v,k,) = v"Pv — 2k (g:(L, +v) — 5,) — stat. (A.17)

Streichen wir die erste, vierte und fiinfte Zeile bzw. Spalte des Gleichungssystems (A.11) erhalten wir
mit A = B, = H, = o folgendes Gleichungssystem

H2 _Bl M _ _P%+B1E10 (A ]_8)
_B? o Ml a gl(l+yo) -5 . '

Multiplizieren wir die erste Zeile mit BT H, .+ und addieren sie zur zweiten Zeile, so ergeben sich die
zu losenden Gleichungen fir k, = k,, + Ak,

BTH;*B,k, = s,—g,(,+v,)+ BT H* Puv,. (A.19)
Im allgemeinen setzen wir OB, k,/0v zu Null, damit H, = P ist. Dies fiihrt zur Losung folgender
nichtlinearen Gleichungen

B?P_l BIE1 = §1_gl(Lb +QO)+B?QO‘ (A20)

Zur durchgreifenden Kontrolle des Ausgleichungsergebnisses setzen wir die berechneten Korrelaten k,
und die Verbesserungen v in die Ausgangsgleichungen

PQ - Blkl =
g.(ly+v) —s, =

(A.21)
(A.22)

1o

1o

ein und priifen nach, ob diese erfiillt sind.



A.4 Die Ausgleichung nach vermittelnden Beobachtungen mit Bedingungen zwi-
schen den Unbekannten

Bei der Ausgleichung nach vermittelnden Beobachtungen mit Bedingungen zwischen den Unbekannten
gibt es keine Bedingungsgleichungen (A.1) zwischen den Beobachtungen.

g2 (@) — S,

q:'(ﬂaﬂ’kz’kg) = QTPQ_2{EZ ELZ:} I, +v f(:I?)
HTUv—JZ

] — stat. (A.23)

Streichen wir die dritte Zeile bzw. Spalte des Gleichungssystems (A.11) erhalten wir mit mit B, = o
und H, = P folgendes Gleichungssystem

H o -B, AT Az B:k,, — ATk,

) P o -E Av | —Puv, + kg, (A.24)
-BT o ) ) Ak, g-(z,) — 8,

A -E o o Ak, L+, — f(z,)

Multiplizieren wir die vierte Zeile mit P von links und addieren sie zur zweiten Zeile, erhalten wir
dieses Gleichungssystem

H, —B, AT Az szzo - ATE;J,O
PA o —E Mz = P(Lb - f(go)) + Ego : (A25)
-BT o o Ak, g:(2,) — 5,

AnschlieBend multiplizieren wir die zweite Zeile mit A7 von links und addieren sie zur ersten Zeile

ATPA+H, -B, ] l Ax ] B l ATP(, - f(z,)) + Bak,, (A.26)

_Bg o Mz a g2(£0) — S,

Zur durchgreifenden Kontrolle des Ausgleichungsergebnisses setzen wir die berechneten Unbekannten
x, die Korrelaten k,, k, und die Verbesserungen v in die Ausgangsgleichungen

B.k,— ATk, =0 (A.27)
P, — f(z)) tk;=0 (A.28)
g:(xz) —s,=0 (A.29)

ein und priifen, ob diese erfiillt sind.

A.5 Die Ausgleichung nach bedingten Beobachtungen mit Unbekannten

Jetzt kann gezeigt werden, dafl die Ausgleichung nach bedingten Beobachtungen ein Sonderfall der
Ausgleichung nach vermittelnden Beobachtungen mit Bedingungen zwischen den Unbekannten ist. Die
Anzahl der Beobachtungen ist dann gleich der Anzahl der Unbekannten. Die urspriinglichen Beobach-
tungen l,, zwischen denen die Bedingungsgleichungen gelten, entsprechen den Ndherungswerten z,.
B, und B, sind deshalb identisch.

Setzen wir fiir die Unbekannten & die ausgeglichenen Beobachtungen Z, so lauten die Fehlergleichungen
l, + v = f(x) = L. Die Jakobi-Matrix A wird zur Einheitsmatrix E. Da i.a. H, = P ist, handelt es
sich bei (A.18) und (A.26) um identische Gleichungssysteme.

Dies ist der Grund, weshalb die Ausgleichung nach bedingten Beobachtungen mit Unbekannten nicht
ausgefiihrt wird. Das mathematische Modell kann immer auf die Ausgleichung nach vermittelnden
Beobachtungen mit Bedingungen zwischen den Unbekannten iiberfithrt werden und hat deshalb keine
praktische Bedeutung mehr.



Anhang B

Beweise

B.1 Krifteverlauf im Dreieck bei Minimalflichen

Der Beweis wird nur fiir den ersten Dreieckspunkt durchgefiihrt, da er fiir die beiden anderen Punkte
analog erfolgt. Wir betrachten die ersten drei Gleichungen von (2.29) und definieren die Matrix B

Sz, uiz 0 —ug Q1
S, = Syy =0 vig 0 —wsg q2 = O'Bg (Bl)
Sz wiz 0 —ws q3

und beniitzen folgende Beziehung zwischen dem Kosinussatz und dem Skalarprodukt

2l1l3 cosa = l% — l% + lg = —2(u12U31 + v12v31 + w12w31). (B.Q)

Falls die erste Behauptung gilt, mufl §?g2 = 0 sein

élTyz = o [(u12 g1 —u31q3) uzz + (v12 g1 — v31 ¢3 V23 + (W12 1 — W31 q3) Wa3]
= o [(u12 u23 + vi2 V23 + w12 w23) q1 — (u31 u23 + V31 V23 + W31 wo3) q3] (B.3)
= 1oy (B+E-B)(E+B+E) - R+ 5+ 8)0 +15 - 15)] '
= 0 qg.ed.
Der Betrag der Kraft ergibt sich
Isll = {s75.)'* = o{a"B"Bg)'* = (- (" LMB"BML1}'/? (B.4)
- - A
mit
—ul2 —U31 U2 — U3l U12 T U31 —u23 Ul2 —U31 U3
BM = | —vip—wv31  wvig—v3 vig+us | = | —vag  vizg —v3z1 U3 (B.5)
—Wi2 — W31 Wiz — W31 Wi2 + W31 —W23 W12 — W31 W23
erhalten wir die Matrix
12 —13 + 12 —13
T
MB'"BM = 200 —13+213 3-13
Sym. 13
Daraus folgt
Il = gfr (BB+BE+8) - BB 8B
+ [B(-B+8)+ 327 -3 +203) + BT - 1B3)] &
+ BB+ B -B) + 3B (B.6)

= <& {BB[-1 1515+ 20212 + 20212 + 21312 }1/2

{1613 FA}'? = 1y qed.



Jetzt konnen wir folgende Ersatzbeobachtungen einfiihren

u1a 0 —usg —l% + l% + lg r1 — TH2
o ola
8, = 8F, | V2 0 —v3 B-1B+13 | = oh, | Y1 H2 |- (B.7)
wie 0 —ws l% + l% — 132) 21 — ZH?2

Fiir unser Beispieldreieck ergibt sich somit folgender Kréfteverlauf

|t

P

Abb. B.1 Krifteverlauf im Dreieck

und wir erhalten mit den Hohen des Dreiecks hy, ho und hg diese 9 Ersatzbeobachtungen

81 ﬁﬂlln
o
l
53 oy YsH1

Falls der Fliacheninhalt des Dreicks grofler Null ist, muf3 ebenfalls jede Dreiecksseite groer als Null sein,
und es wirkt an jedem Dreieckspunkt eine positive Kraft. Der Schnittpunkt der Hohen des Dreiecks
kann bei ungiinstigen Féllen auf einer Dreiecksseite oder auflerhalb des Dreiecks liegen. Bei Mini-
malflichen erkennt man die Wirkung von drei neuen Kraftdichten an den Eckpunkten des Dreiecks,
senkrecht zur gegeniiberliegenden Seite q1 = g2 = g3 = s1/la = s2/l3 = s3/l1 = 0 /2. Diese drei neuen
Kraftdichten reprisentieren denselben Kréfteverlauf innerhalb des Dreiecks, wie die Kraftdichten in
(2.24), die sich auf die Dreiecksseiten beziehen.



B.2 Invariante Steifigkeitsmatrizen bei isotropem Material

Der ebene Dehnungszustand

Cww = €uw = € =0 ,
Oww = V(Uuu + va) # 0
wird durch die Matrix
1—v v 0
M = E (B.9)
ED 0+ —2) 1—v 0 )
sym. 1—2v
der ebene Spannungszustand
OCww = Oyw=0pw =0,

cww = V/(1—v)(€uu+ €pw) #0

durch die Matrix

Mpgs = 1 0 (B.10)

reprisentiert. Die freien Parameter sind der Elastizitdtsmodul E und die Querdehnung v. Unabhingig
von der Lage des Dreiecks im lokalen Koordinatensystem ergeben sich fiir den Dehnungs- und Span-
nungszustand jeweils das identische Matrizenprodukt

Negp =T TMgpT—* bzw. Ngg = T T MgsT 2.

Der Beweis vereinfacht sich, wenn wir die inverse Matrizen
Ngp = TMgHTT und Ng& = TMLTT
betrachten. Mit der bekannten Beziehung zwischem dem Cosinussatz und dem Skalarprodukt
211y cos ag = —2(uipuss + vigvaz) =13 + 15— 13

dem Vektorprodukt
2FA = u12v23 — v12u23

und den Matrizen

l1-v —v 0 1 —v 0
_ 1+v _ 1
MEZI) = E_ 1-v 0 5 ME§ = E 1 0
Sym. 1 sym. 1+v

QED QEs



erhalten wir

tT Qent, = ((1-v)uiy —voly)uly + (—vuly + (1 = v)vy) v+ 2uz vizurz vz = (1 — v) I
t'Qept, = (1-v)iy
t' Qept, = (1-v) I3
' Qupt, = ((1—v)ufy—vviy)ujy + (—vuiy + (1 — v) viy) vis + 2u1a vig ug3 v3
= (wizuzs +v12v33)? — v (uly(u3z + v35) + viy(u33 + v23)
(i +13-13)/2 115155
= (H+15 —15)°/4 - vify 13
t' Qupt, = (+15 -5 +13)°/4—vi3 1
t'Qppt, = (-B+15+13)%/4-vi5l5
und
tT Qust, = (ufy—vuviy)uly + (—vuiy +vi) viy + 2ufy viy (1 +v) = Iy
EZ Qest, = l§3
t! Qpst, = 13
tT Qust, = (ufy—vuviy)udy + (—vuiy +vip) viy + 2ufy v, (14 v)
= (u1zupz +v12v23)® — v (u12 v23 — V12 Uz)?
~(F+15-13)/2 2F
= (+B3+12-13?%/4—4wF3
t" Qpst, = (H}-B+13)%/4—4wF3
t' Qpst, = (3 +1+13)%/4— 4w F2.

Die Matrizen N und N bestehen nur aus Invarianten [y, l2,[3, Fa und bleiben deshalb konstant,
falls £ und v fest vorgegeben sind.
B.3 Ubergang von der Membran zur Minimalfliche

Beweis (1.- 6.): Mit der bekannten Formel

16F2 = 1" L Mygin Ll = 4(u19v93 — u23vi2)?,

der Matrix
-1 1 1
MMin = -1 1
sym. -1

und der Matrix

U%Z U%Z \/§u12 V12
T = [t1,t2,£3, } = | ulz v33 V2u;uvg | = [ U%VQ,\EUQ}
u%l U%l \/i’u,gl V31

berechnen wir nun die einzelnen Elemente der Matrix T Msin T



1. Da wuys + uog = —ugy ist, d.h. zwei Seiten des Dreiecks sind so lang wie die dritte Seite, ergibt
sich der Flacheninhalt des Dreiecks zu Null

2. Wegen v1o + v93 = —wv31 ist ebenfalls §2T Mpyint, = o.

3. Setzen wir fiir Ll = U u + V v, erhalten wir

16F2 = U"LMyin Ll = (u"U + 0" V) Myin (Uu + V v)
= WTUMyinUu + 20" UMy Vo + 7'V My Vo

dh.  t"' Myint, = u'U My, Vv = 8F3.

4. Fiir die nachsten Elemente benttigen wir einige Zwischenberechnungen wobei wir das Produkt
U31V31 = U120V12 + U12V23 + U23V12 + Ug3V23 ersetzen

tl Myint, = 2u”V Myrin Vu
= 2(—u12v12 + u23v23 + U31V31)U12V12
+ 2
+ 2
= 2

)
(Fu12v12 — u23v23 + U31V31)U23V23
( )
(

+  2(2u12v12 + 12023 + U23V12)U23V23
(—
(—
(

+u12V12 + U23V23 — U31V31)U31 V31

2u93v23 + U12V23 + U3V12)UI2V]12

+
[N}

U12023 — U23U12)u31U31
= 2 u12v23 ’LL23U12 + 2U12U237)12U23)

2
= — 2(u1gve3 — ugzv12)? = —8F3.

5. Weiterhin gilt

th Myint, = V2ul U Myin U v

= V2(—uiy + uds + u3; Juiavio
V2(+udy — u3s + ud) uszvos
V2(+udy + uls — ud) usivs

V2(u12ug3v12 (u23 + u19) + Uraug3vaz (Ut + uz3) — Ur2Uz3U31V31)

+ o+ o+

= — \/§u12u23U31(U12 + v23 +U31) =0.
—

= —V31

6. Ebenso ist t1 Mysin t, = 0.

Multiplizieren wir die einzelnen Matrizenelemente mit o/(2F% ) erhalten wir die gesuchte symmetrische
Matrix

Myiem = 40 0 0. (B.11)
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